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PHƯƠNG TRÌNH VỎ TỶ 
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Phương trình vô tỷ, cùng với hệ phương trình là một bài toán hay thường xuyên xuất hiện trong 
đề thi TSĐH. Bài tập dạng này rất phong phú và đa dạng, đòi hỏi học sinh phải vận dụng linh 
hoạt biến đổi cơ bản, đến đặt ẩn phụ hay, một số đánh giá nhỏ dựa vào bất đẳng thức, hàm số. 

Với đề thi TSĐH thì bài toán theo nhận định chủ quan thì 2 phương pháp cơ bản để các em làm 
được các bài toán dạng này là biến đối cơ bản( quan trọng) và đặt ẩn phụ nếu có. 

Các phương pháp sẽ được trình bày theo từng dạng toán đế các em có thế tiếp cận làm quen, về 
sau khi đã được tiếp cận từng phương pháp sẽ hình thành cho các em khả năng nhận dạng và tư 
duy phương pháp giải. 

Xin được mở đầu bằng một số bài toán: 


Bài 1. Giải bất phương trình sau: (x 2 - 3 X ) \J2x 2 - 3x - 2 > 0(*) 


Lời giải: 


+(*) <=> 


1 2x 2 - 3x-2 > 0 
(x 2 -3x)^2x^3x^2 > 0 


<=> 


2x 2 -ĩx-2-0 
2x 2 - 3x - 2 > 0 


1 (x 2 - 3x)^2x 2 -3x-2 > 0 


<=> 


-1 


X = - 


X = 2 

(x > 2) V u < y ) 
X 2 -3x > 0 


<=> 


-1 


X = 


X = 2 

(x>2)v(x< y) 
(v > 3) V (.V < 0) 


<=> 


-1 


X = ■ 


X = 2 <=> 

(x > 3) V (x < y) 


-1 


*<■ 

2 

X = 2 
x>3 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: D = (-oo,^-]u{2}u[3,+oo) 
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Bài 2. Giải bất phương trình sau: 


■\[x 


ỉ-^2(x 2 -x + ỉ) 


>!(*) 


Lời giải: 


+ Điều kiện: X > 0 , ta có 1 - ^2(x 2 -x + l) = 1 - ^2(x-^) 2 -1— < 1 - < 0 

Khi đó bất phương trình tương đương với: 

X- VÃ <l-^2(x 2 -x + l) <=> (x-l)-yfx + yj2(x-l) 2 +2x < 0 (1) 

+ Ta có (x-1- VÃ) 2 = (x-l) 2 + x-2(x-l)\[x < 2(x-l) 2 + 2x( do x-l + \[x>0) 
=> x-l-\[x < ^2{x-X) 2 + 2x => x-l- Vx + V2(x-1) 2 + 2x > 0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: 

x-1-Vx = yj 2(x-l) 2 + 2x <=> x-ỉ + \[x = 0 <=> X =-—- 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: D = 


3-V5 


Bài 3. Giải phương trình sau: 2yj3x — 2 + 3Vó-5x - 8 = 0(*) 

Lời giải: 

+ Điều kiện: X < ^ 

5 

+ Đặt u = V 3x-2;v = Vô-5x > 0 
ịu 3 -3x-2 . , 

=> ị n => 5w 3 + 3v = 5(3x - 2) + 3(6 - 5x) = 8 (1) 

|v 2 =6-5x 

Mặt khác ta lại có: 2u + 3v - 8 = 0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: 
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PHƯƠNG TRÌNH YỎ TỶ 

u 3 + 3(ỉ^2ỉLy- - 8 = 0 <5- 45h s +1 lủ- - 96u +120 = 0 
3 

<=> (u + 2)(45 u 2 - 78ư + 60) = 0 w = ;*»2 => V = 4 

Khi đó: 2 2X 2 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: X = -2 


Bài 4. Giải phương trình sau: y/ĩx + ĩ - \l6- X + 3x 2 - 14x - 8 = 0 


Lòi giải: 

Điều kiện: -ị- < X < 6 
3 

Khi đó phương trình được biến đổi thành: 1 

(Vĩr+ĩ - 4) + (1 - Vó-x) + 3x 2 - 14x - 5 = 0 

<=> , 3 *~ 1 5 -+ . X ~ J ^~ + (x-5)(3x + 1)=0 
V 3x + 1+4 1+V6-X 

<£> (x-5)( ,— =-1- ị + 3x + l) = 0<=>x-5 = 0 

V3jc + 1 +4 1 + y/ 6— X 

nn ( . 3 —-+-— ị= +3x+1 > 0, V 2-ỉ- < X < 6) 

Ư0 V3xĩĩ + 4 1 + VẽT^ 3 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 5. 


Bài 5. Giải phương trình sau: 

3 V 2 + X- 6 V 2 -X + 4 V 4 -X 2 =10 -3x(x e M) 


Lòi giải: 

+ Điều kiện: -2 < X < 2 

+t — 2 + X - 2 V 2 - X => t 2 = 2 + X + 4(2 - x) - 4 V 4 — X 2 =10 — 3x — 4-74 - X 2 


1 Xem phương pháp trục căn thức được trình bày ở dưới 
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PT <=> 3í = r <=> 


t = 0 
t = 3 


<=> 


>/2 + -2yj2-x 
y/2 + x -2-42-X = 3 


<íí> X = - 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X - — . 


Bài 6. Giải bất phương trình: 

4x + 2 + x 2 -X-2 < 43x-2(x e R) 


Lời giải: 

_ , 2 
+ Điều kiện: x>4r 
3 

Khi đó bất phương trình tương đương với: 
(yỊx + 2 - \j3x-2) + (x 2 -X-2) < 0 
2(2 - X) 


<=> 


yỊ X 2 + -\j3x — 2 
<=> (x-2)(- 


4 X + 2 + 43x — 2 
<=>(*- 2 )/(*)< 0 ;/(*) = 


+ (x-2)(x + l)<0 

+ JC + 1)<0 


-2 2 

7 — 7 + X + 1, X > 4 

4x + 2 + 43x-2 3 


1 | 3 

+/'(*) = !+ jỊ= r, 

(\X + 2 + \3x — 2)" 


>0 


/ t => f(x)> f(ị) = ị-Jị >0=> BPT o x-2<0o x<2=>ị<x<2 
3 3 V 2 3 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: D = 


í’ 


Bài 7. Giải phương trình sau: 

(13- 4x) V2x - 3 + (4x - 3) V5 - 2jc = 2 + 8n/i 6jc - 4jử -15 (x e R) 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Lời giải: 

+DK:ị<x<ị(*) 

2 2 

+u = V 2x-3;v = x/5-2x u = 2x - 3; V 2 = 5-2x => u 2 + V 2 = 2(1) 

+13 -4x = 2v 2 + 3&4x-3 = 2 u 2 +3;wv = V 16x-4x 2 -15 
=> <» (2v 2 + 3 )u + (2M 2 + 3)v = 2 + 8nv = u 2 + V 2 + 8wv(<io(l)) 


<w- 2ưv(w + v) + 3 (m + v) = (u + v) 2 + 6 uv <=> 2 uv(u + V-3) = (u+ v)(u + V - 3) 


•w> (n + V - 3)(2mv - ỉ/ - v) = 0 <=> 


M + V = 3 
M + V = 2wv 


7 

(1) wv = 7- ^ 

<=> 2 (mv > 0) <=> 


V16x - 4x' - 15 


uv = 1 


x/l6x-4x 2 -15 


7 


2 

= 1 


Vl6x-4x 2 -15 


<=> 


x/l6x-4x 2 -15 


_ 7 

” 2 «x = 2 

= 1 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 2 


Bài 8. Giải phương trình sau: 2 
(x + 2)(x/x 2 + 4x + 7 +1) + x(x/x 2 + 3 +1) = 0(x el) 


Lời giải: 

+BPT <=> (x + 2)(-y/ũ ~h 2)" + 3 +1) + x(Vx + 3 +1) = 0 

»£(*) = /(* + 2 ) + f(x) = 0; /(X) = x(yỉr~+3 + 1) 

1— - r 2 

+/ ’(x) = \jx 2 + 3+1 + —ị=== > 0 => g ’(x) = / ’(x + 2) + / ’(x) > 0 
\Jx 2 +3 


2 Xem phương pháp xét tính đơn điệu của hàm số 
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PHƯƠNG TRÌNH YỎ TỶ 

Do đó hàm số g(x) đồng biến trên R, nên nếu phương trình g(x) = 0 có nghiệm thì đó là 
nghiệm duy nhất. Nhận thấy g(—1) = 0 => X = -1 là nghiệm của phương trình. 


Bài 9. Giải phương trình sau: yỊlx-\ + X 1 -3x +1 = 0(x e M) 


Lòi giải: 

. ... f 2x -1 > 0 
+ Điều kiện: ị ' _ (*) 

[x - 3x +1 < 0 

+PT <=> \j2x-ỉ = -(x 2 - 3x +1) => 2x -1 = (x 2 - 3x +1) 2 = ((x- 1) 2 -xỷ 


<=>2x-l = (x-l) 4 —2x(x-l) 2 +x 2 -Cí>(x-T) 4 -2x(x-l) 2 + (x-l) 2 =0 


o(jc-1) 2 ((jc-1) 2 


- 2x +1) = 0 -w> 


X = 1 

X 2 -4x + 2 = 0 


X = 1 

X = 2± V2 


Thử lại thấy các nghiệm đều thỏa mãn điều kiện (*). 

Vậy nghiệm của phương trình là: 

X = l;x = 2 +V 2 

Bài 10. Giải phương trình sau: 

2 V 2 X + 4 + = V9x 2 +16 

Lời giải: 

+DK : |x| < 2(*) 

+PT 4(2x + 4) +16(2 - x) + 16^2(4 - X 2 ) =9x 2 +16 
•Cí> 8(4-x 2 ) +16^2(4-X 2 ) =x 2 +8x(l) 

+t = ^2(4 - X 2 ) > 0 => (1) <=> 4r +1 6t - X 2 - 8x = 0 
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<=> 


t = -^-4<0 2 2 

2 


x>0 

8(4-X 2 ) = X 1 


4 V 2 

<=> x = —— 

3 


BIỂN ĐỎI PHƯƠNG TRÌNH, BẤT PHƯƠNG TRÌNH DƯỚI DẠNG TƯƠNG ĐƯƠNG 


Đưa về bình phương hai vế của phương trình, bất phương trình: 
Phương trình . bất phương trình cơ bản: 


JÃ = 4b 


<=> { 


A > 0 
B> 0 


A = B 


VÃ = 5^ 


Ịb> 0 

I A = B 2 


VÃ > 5 <=> 


Ịb< 0 
|a>0 
Jfi>0 
1 A>5 2 


N<?w phương trình có dạng: f(x) + V^ỮÕ = Ạ(x) + yỊk(x) mà có f(x).h(x) = k(x).g(x) thì 
biến đổi về: ^ỊJẸ^-Jhự) =Ạ(x)-jg(x) 

Phương trình có dạng: ị[Ă + Ựb=Ực 
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PHƯƠNG TRÌNH YỎ TỶ 

Lập phương hai vế của phương trình ta được: A + B + 3ịJ AB ịị[Ã + ị/~B^ = c , lại có 

u + y[Ẽ — y[c suy ra phương trình: A + B + 3Cị/AB = c giải phương trình suy ra nghiệm. Sau 
đó thử lại nghiệm xem thỏa mãn không. 


BÀI TẬP MẢU 


Bài 1 . Giải phương trình sau: \lx + 3+^3x + l = 2\[x + 4Ĩ x + 2. 


Lòi giải: 

Điều kiện: X > 0 . 

Phương trình tương đương với 

2\[x - jx + 3 = V3ŨĨĨ - \J2x+ 2 

=> 5x + 3 - 2\l4x 2 + 12x = 5x + 3 - 2^6x 2 +8x + 2 

4x 2 +12x = 6x 2 +8x+2<^>x = l 

Thử lại thấy nghiệm X = 1 thỏa mãn. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = ỉ . 

Bài 2. Giải phương trình: yjx + 4 — yỊl-x — \Jỉ — 2x 


Lời si ải: 

Điều kiện: -4 < X < Ậ. 

2 

Khi đó phương trình tương đương với: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


y/ĩ-x + yjl-2x = Vx + 4 <=>l-x + l-2x + 2yjịl- x) (l- 2x) = X + 4 


oẶl-x)(ỉ- 


<=> í 



—- [2x + l > 0 

2x) = 2x + l <=> <! 2 

^(l-x)(l-2x) = (2x + l) 

<=> X = 0 Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 0 . 


2x 2 +1X = 0 


Bài 3. Giải bất phương trình: 1 + yịx — 3 > , = . 

\JX-3 yjx -3 


Lừ'/ giải; 


X -16 >0 


Điều kiện: <Ị <=> X > 4. 

[x-3 >0 

Khi đó quy đồng mẫu số, bất phương trình tương đương với: 

yjx 2 -16 + x-3> 5 <^>Vx 2 -16 > 8-x 


<=> 


Ịx 2 -16 > 0 

8-x < 0 

X 2 -16 > (8-x) 2 
8-x > 0 


<=> 


1 X > 4 V X < -4 
[x > 8 
[x<8 
X >5 


<=> 


X > 8 

5 < X < 8 


<=> X > 5 


Đối chiếu với điều kiện suy ra tập nghiệm của bất phương trình là s = (5;+oo). 


Bài 4. Giải phương trình: (x + l)v/l6x +17 = 8x 2 — 15x — 23 . 

Lời siải: 

, , 17 

Điêu kiện: 

16 

Khi đó phương trình tương đương với: 
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(x + 1 )^ 16 *+ 17 =(x+l)(8i-23)o(x+l)(Vl6x + 17 -81 + 23 ) =0 


X +1 = 0 

X = -1 

,- <=> 

Í8x - 23 > 0 <=> 

Vl6x + 17 =8x-23 

1 í 


[l6x + 17=(8x-23) 


Đối chiếu với điều kiện cả hai nghiệm này đều thỏa mãn. Vậy phuơng trình có hai nghiệm là 
X = -1 và X = 4 . 


Bài 5. Giải phuơng trình: V 2x 2 + 8x + 6 + yjx 2 - 1 = 2x + 2. 


Lời gỉãù 

Đế phuơng trình có nghiệm thì 2x + 2 > 0 <=> X > -1. 

Khi đó điều kiện của phuơng trình là: 

2x~ + 8x + 6>0 
1 [x = -1 

ịx -1>0 <s> 

X>1 

x>-ỉ L 

♦> Nhận thấy X = - ỉ thỏa mãn phuơng trình. 

❖ Xét X > 1, khi đó phuơng trình tuơng đuơng với: 

^(x + l)(2x + 6) +^(x + l)(x-l) = 2(x + l) 

<=> V 2x + 6 + yjx — 1 = 2 Vxĩĩ 

<=> 2x + 6 + x-l + 2^(2x + 6)(x-l) = 4(x + l) 

«2V(2,+6)(,-1)=,-1«Ị^ + 0 6)(;c _ i) = (;c _ i)2 «x = 1 

Vậy phuơng trình có hai nghiệm là X = -1 và X = 1. 


Bài 6. Giảiphuơng trình: \lx 2 -X-6 + 3\[x = ^2(x 2 +5x-3j 
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Lời giải: 

Điều kiện: X > 3 . 

Khi đó cả hai vế của phương trình đều không âm, nên bình phương hai vế ta được 
X 2 + 8x-6+6^jxịx 2 -x-ó) = 2(x 2 + 5x-3) 

<=> 6-^xỊx 2 -x-ó) = x(x + 2) <=> 6-y/x 2 - X-6 = Vx(x + 2), do X > 3 
<=> 3ó(x 2 - x-ó) = x(x + 2) 2 <=> (x + 2)(x 2 -34x + 108) = 0 

<=> X 2 - 34x +108 = 0 <=> X = 17 ± VĨ8Ĩ 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 17 + a/i 81 . 


Bài 7. Giải bất phương trình: = *-< 1 

Vx 4 + 3x 2 - 2x 


Lời giái: 

Điều kiện: X ^ 0; X ^ 1. 


Với X e (0;l) => Vx 4 +3x 2 -2 x<\lX 2 +3x 2 -2x = 0 
Khi đó bất phương trình tương đương với: 

X 2 - X > yỊx 4 +3x 2 - 2x <=> X 2 + X > \lx 4 +3x 2 , hai vế của bất phương trình không âm nên bình 
phương hai vế, ta được 

<=> X 2 (x + l) 2 > X 4 +3x 2 <=> 2x 2 (x-l) > 0; không thỏa mãn X e (0;l). 

Với X > 1 hoặc X < 0 (*) thì \lx 4 + 3x 2 - 2x > 0 


Khi đó bất phương trình tương đương với: X 2 - X < Vx 4 + 3x 2 - 2x <=> X 2 + X < Vx 4 +3x 2 


<=> 


X 2 + X < 0 

r , „ (*> 

X + X > 0 <=> 

1 Vx 4 + 3x 2 > X 2 + X 


-1 < X < 0 

Íx>lvx<-1 <=> X < 0 
[2x 2 (x-1)<0 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là s - (-oo;0). 


208 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 






















PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Bài 8. Giải bất phương trình 


yjx n -x-6 + 3y[x - yỊĨỊx 2 + 5.V — 3j 
x+3-^2(jr+ĨÕ) 


>0 


Lời giải: 

Điều kiện: X > 3 


Ta có (x + 3) 2 =x 2 +ÓX + 9 < X 2 +x 2 + 9 + 9 

= 2(jr + 9) < 2(x 2 +10) => X + 3 < ^2(.r + lo) <=> X + 3-^2(x 2 + lo) < 0 
Vậy bất phương trình tương đương với 

\lx 2 - X - 6 + 3\[x -^2^x 2 + 5x-3) < 0 <=> yjX 2 -x-6 + 3 Vx < ^2(x 2 + 5x-3) 
<=> Ụx 2 -x-6 + 3>/x j < 2^x 2 + 5x-3) <=> 6^x(x 2 -x-ó) < x(x + 2) 

<=> 6\lx 2 - X - 6 < (x + 2) Vx <=> (x + 2)(x 2 -34x + 108) > 0 


<=> X 


2 


-34x + 108 > 0 <=> 


3 < JC< 17-VĨ8Ĩ 
JC > 17 + VĨ8Ĩ 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 5 = 3; 17 - V181 u [3; + 00 ) 


Bài 9. Giải phương trình X - 3x -3x + 2yị(x + i) 3 = 0 


Lời giái: 

Điều kiện: X>-1 

Phương trình tương đương với 

X 3 -3x(x + l) + 2-^(x + l) 3 =0 

<=> X 3 -x(x + l) + 2^(x + l) 3 -2x(x + l) = 0 
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<=> xị^x 1 -(x + l)) + 2(x + l)|Vx + l -t) = 0 
oịyỊx + l -xjỊ-xỊV.r + l +xj + 2(x + l)j =0 

<=> Ụx +1 - xj~ ỊV + 2 \[x +1 j =0 


<t> 


y/x + l -X = 0 
X + lyỊx + l =0 


Ịx>0 

Ịx+1=x 2 

fx<0 

[ 4 (^ + 1 ) = X 



I + V5 
2 

2-2V2 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 2-2-^2; X = 


I + V5 
2 


Bài 10. Giải bất phương trình 2yj3x + ỉ + 4Vĩ > \lĩx 2 + X + 2 


Lời giái: 

Điều kiện X > 0 

Hai vế của phương trình không âm nên bình phương hai vế của phương trình ta được 
4^3x + l) + l6x + ì6- s jx[3x + l) > 3x 2 + X + 4 + 4 V 3 .V +1 


<=> 4 V 3 .X ; 9 + X > X 2 - 9x <=> 


Ịx>0 
Ịx 2 - 9x < 0 
'x 2 -9x>0 


<=>0<x<16 


Ỉ6ị3x° > ịx 2 -9jc) 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là s = (0;16) 


Bài 11. Giải bất phương trình 3yJx + 3 -4>2x + \jX + 11 


Lời giải: 

Điều kiện X > -3 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Khi đó bất phương trình tương đương với 

3>/X + 3 — 4 2x + Vx+TĨ <í=> 3"\/X + 3 > 4 + 2x + Vx +11 


<ti> 9(x + 3) > 4x 9 + 17x + 27 + 2(2x + 4)Vx + ll <=> X 9 + 2x >(X + 2)VxTTĨ 


(x + 2)Ịx- VxTTT) < 0 <=> 


x + 2 > 0 

x- 4 x +TT<0 _1+3V5 

<=> -2 < X < — 
x + 2 < 0 2 

X-Vx +11 > 0 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 


s = 


I + 3V5 

; 2 


Bài 12. Giải phương trình \Ịl -X 2 + xVx + 5 = V 3 - 2x - 


X 


Lời giải: 

Phương trình tương đương với 
[3-2x-x 2 >0 
Ị 7 - X 2 + xVx + 5 = 3 - 2x -. 


<=> 


[ -3 < X < 1 
xVx + 5 = -2(x + 2 ) 


<=> 1 


-3 < X < 1 

X ^ 0 

Vx + 5=—2 
\-2 < X < 0 


X + 2 


-2 < X < 0 


ị t + 2 ^ 

X + 5 = 4 



l X ) 


<=> 


<=> X = -1 


(x + l)(x 9 -ló) = 0 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = -1 


Bài 13. Giải phương trình 2Ị^2(2 + x) + 2\/2-xj = \j9x 2 +16 


Lời giải: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Điều kiện: —2 < X < 2 

Khi đó bình phương hai vế của phương trình ta được 
8(x + 2) + 16^2(4-x 2 Ị + 16(2-x) = 9x 2 +16 

^9x 2 +8x-32 = 16^2(4-x 2 ) <=>(9x 2 + 8x-32) 2 =512(4-x 2 ) 
^81x 4 + 144x 3 -512x-1024 = 0 


<=> (9x 2 -32)(9x 2 +1ÓX + 32) =0 <=> x = ± 
Vậy phương trình có hai nghiệm là X = ± 


732 

3 

732 


, thỏa mãn điều kiện 



27x + ^ 

2 + 7x)7l-x + 1 — X 

Lời siải: 

Điều kiện: 0 < X < 1 

Tacó: 27x + ^2 + 7xj7l-x+l-x = ^ 

’(7^+7i-x)+7i-x(7x+7i-x) 


= (77 + 7l-x)(2 + 7l-x) và 

(2x-l)7x + 3 =Ị7x + 7l-xjỊ7x -7l-xj7x + 3 

Vậy nên bất phương trình tương đương với: 

77-71-x 7 x+3 r ——— _ r ———— 

-- —~I = -> 1 <=> yjx(x + 3) > 2 + 7l-x + y(l-x)(x + 3) 

Ta có ^x(x + 3) < 2 do 0<X<1 và 2 + 7l-x + ^(l — x)(x + 3) > 2 . Dấu bằng xảy ra hai vế khi 
và chỉ khi X = 1 . 

Vậy bất phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 . 

BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Giải các phương trình, bất phương trình sau: 


1 . 1 . V-X + 3 + V6-X =3 

1 . 2 . Vx + 4-Vl-*= : Vl-2x 

1.3. V*+4-V*-3 = 1 

1.4. V* + 9 = 5 - V2x + 4 

1.5. (x-3)VlO-x 2 = X 2 -X -12 

1.6. 2yjx + 2 + VÃ + 1 — V-T +1 — 4 

1.7. Vx +1 + Vx — 1 — V5x 

1 . 8 . ^x(x-l) +yjx[x + 2) = 2 Vx 2 " 


1.9. 

1 . 10 . 
1 . 11 . 

1 . 12 . 

1.13. 

1.14. 

1.15. 
1 . 

2 . 


sJx+2\J~x-ĩ—\lx-2-Jx-ỉ = 2 
l + Vl + 8x 2 -6xVl-x 2 =10x 2 

Ị-n/Ĩ-x + Vl + X -2jlog 2 (x 2 - x) = 0 


x +Vl-X 2 

(x-3)V? 


= -V2(2x 2 -l) 

-4 < X 2 - 9 . 


8 8 _ 

V X- 2 yjs~x 

Giải các bất phương trình sau: 

Vx+Ĩ > 3 — Vx + 4 

^(x-l)(4-x) >x-2 


3. Vx + 3 > V2x-8 + VỸ -X 

4. Vx + 2 - V3- X < V5 - 2 x 

5. Vx 2 + 3x + 2 + Vx 2 + 6x + 5 < V2x 2 + 9x + 7 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


6 . 


7. 


8 . 


9. 


10 . 


11 . 

12 . 


13. 


14. 

15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20 . 


\j2x + \[6x' +1 > X +1 

Vx 2 - 4x + 3 - V2x 2 - 3x +1 > x + 1 

Vx-1 + Vó-X > 3\/5-x 

2y/3x +1 + 4>/x > yỈ3x~ + X + 2 

Vóx 2 - 40x +150 - yịAx 2 - 60x +100 = 2x -10 


Vl + X + Vl-v <2-^— 
4 



V-* 1 

(x + 2) 


X + 

l) 3 - Vx 


>1 


1 


- 1 > 


2-3x 2 

X 4 -4x 2 +16 


V 2-3x 2 


x-(4-x 2 ) 




<1 


x + 2 _ 1_j_ 

X + V3x 4 -1 lx 2 + 9 x~ - ỉ X" - 3 

3 — 2^1 x~ + 3x + 2 
- > 1 

1 - 2V X 2 - X +1 

VxỊx+Vi- V 2 j 


>1 


xVx + 1 - 4x - X 3 


X 3 - 3x 2 - 3x + 2 


x + 1-^2(x 2 + 2) 

Vx +1 — 4 x~ +3 


>0 


2(x-2)(V2x-2 + ^/4x-4)-3x + l 

4x-5 ỊVx - 4x-5 ) -2 


>0 


x + 2 + V2x + l -V2x 2 +10x + 6 


>0 


214 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 




















































PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


21 . 


22 . 


Bài 12. 

1 . 1 . 

1 . 2 . 


1.3. 


1.4. 

1.5. 


1 . 6 . 


1.7. 

1 . 8 . 

1.9. 

1 . 10 . 
1 . 11 . 

1 . 12 . 

1.13. 

1.14. 


2yj3x +1 + 4 y/ X 

-yj 3x 2 + x - 2 

2x-^2\ 

(x 2 +l) 

yjx 5 + X 3 + X - yj 

h 2+1 ) 3 , 

yỊx'’ (x 2 ~x + l) 


>0 


Giải các phương trình sau: 

V 2x + vỏx 2 + 1 = X +1 

, x = -yj3x-2 = l-x 
y/3x-2 

^4x—l + ^4x 2 -1=1. 

£ 2 

2 2(l + VĨ+v) 2 

3^2 + Vt-2 j = 2x + Vx + 6 
-Jx(x-l) + -^x(x + 2) = 2 \[ĩc 


/— 7 -* 

+ v X — 3 — —, 

y/x-3 

X 2 -3x-4 = Vx-l(x 2 -4x- 2 ) 
J~x-3 1 


\/2x-l -1 y/x + 3 - Vx-3 
\l 3x 2 +33 + 3a/x =2x+1 
ịll-x -ịỊx-5 

= 6 - X 

y/ĩ -X + yỊx - 5 

^x 2 -5x + 6 + \lx-3+'Jx + 2l =yjx 2 + 9x - 42 
2^(2x + 5)(x 2 + x + lj = X 2 + 6x - 1 

(25-3x)V* 2 -1 = 3x 


H x2 - ịố ) 

yịx-3 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.15. (x-2)V^I-V2x + 2 = 0 
3-x-yl~5- 


1.16. 


■ X 

2x-l x-5 

cos---cos--— 

4 4 


28 


>0 


27 


1.17. íỊ27x + 24x4-=1 + J —x + 6 


PHƯƠNG PHÁP TRỤC CĂN THỨC 

Áp dụng với các phương trình nhấm được nghiệm x 0 và ta biến đổi phương trình thành phương 
trình tương đương dạng (x-x 0 ) A(x) = 0. Sau đó chỉ ra A(x) ^ 0 với X thuộc miền xác định của 
phương trình, ta thường đánh giá qua bất đẳng thức hoặc khảo sát tính đơn điệu của hàm số. 

Sử dụng những hằng đẳng thức sau: 

\ A + yj B 

ỰÃ-iÍB= tr - *zị _ 

ÌỈÃ 2 +ị[ÃB + lỈB 2 


BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải phương trình sau: yl3x 2 -5x + l - \Jx 2 -2 = -^3(x 2 - X - 1) - yjx 2 -3x +4 

Lời giải: 

Nhận thấy 3x 2 -5x + l-3(x 2 -x + l) = -2(x- 2) 

Và (x 2 -2)-(x 2 -3x + 4) = 3(x-2) 

Do đó trục căn thức phương trình tương đương với 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


-2(x-2) _ 3(x-2) 

\Ỉ3x 2 — 5jc+1 + ^3(x 2 — JC—l) \lx 2 - 2 + V* 2 - 3x + 4 

í \ 


<=> (x-2) 


_3_ _2 

sjx 2 -2 Wv 2 -3x + 4 yj3x 2 -5x+l+ 


V 

<=> X- 2 = 0 <=> X = 2 . 

Vậy X = 2 là nghiệm duy nhất của phương trình. 





= 0 


Bài 2. Giải phương trình sau: ylx' +12 —sịx' +5 =3x-5 


Lời giải: 

Để phương trình có nghiệm thì 3x - 5 = Vx 2 +12 - \lx 2 +5 > 0 => X > . 

Nhận thấy X = 2 là nghiệm của phương trình nên ta biến đối về phương trình tương đương sau 

ụ x 2 +n- 4 ] j + ị [ 3 -^lx 2 + 5 ] j = 3x-6 


<=> 


<=> 


x~-4 , 4-x ^ 

I = -+ , = = 3(x -2) 

V X 2 +12+4 3 + V X 2 + 5 

(x-2) 


X + 2 X + 2 

Vv+12+4 3 + Vx 2 +5 


-3 


= 0<=> X = 2 


Ỵ'. 3 x + 2 X + 2 x + 2 x + 2 0 „ 

Do x>;-=> . - , -3<— , . -3 = -3<0 

3 vx 2 +12+4 3 + V X 2 + 5 3 + vx 2 +5 3 + Vt 2 +5 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 2 . 


Bài 3. Giải phương trình sau: \lx 2 - ỉ +x = slx 3 —2 


Lời giải: 

Điều kiện X > >/2 . Nhận thấy X = 3 là nghiệm của phương trình, nên biến đổi về phương trình 
tương đương sau 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


íư 2 -l-2j + x-3 = Vx J -2-5 


<=> 


(x-3) + 


X 2 -9 (x-3)(x 2 +3x + 9) 

^(x 2 -l) 2 + 2-\/x 2 -1 +4 ylx 2 -2+ 5 

\ 

X + 3 X 2 + 3x + 9 

+ ■ - , = - 

^(x 2 -l) 2 + 2yj X 2 - ỉ + 4 Vx 3 -2+5 


<=> (x-3) 


t/7 a x + 3 X + 3 X + 3x + 9 

Do X > V 2 nên 1 + . = ——— = -= 1 + —-< 2 < , —— 

^(x 2 -l) 2 +2 ^/x 2 -1 + 4 (^/x 2 -l + l) +3 Vx 3 -2 + 5 

Do đó phương trình (1) có nghiệm duy nhất X = 3 . 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 3 . 


Bài 4. Giải phương trình sau: y[x — 2 + 4Ã—X — 2x 2 -5x-l 


Lời giảiĩ 

Điều kiện 2 < X < 4 


Nhận thấy X = 3 là nghiệm của phương trình, khi đó phương trình tương đương với 
ỊVx-2-lj + ỊV4-x-lj = 2x 2 -5x-3 

<=> - + - = (x-3)(2x + l) 

Vx^ + 1 V4-X +1 v ' v ’ 

, 1 -1 , .h 

•s> (x-3) ■ \ + , ~(2x + l) =0(1) 

v \yịx- 2+1 V4-X + 1 v ’) 


Do 2 < X < 4 => — 7 —j— + —ị=^= —- - (2x +1) < — pì — - -1 - 5 < 0 
Vx-2+1 V4-X+1 v ’ V2+1 

Do đó phương trình (1) có nghiệm duy nhất X = 3 . 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 3 . 


Bài 5. Giải phương trình sau: X + X - 1 = (x + 2) -Ịx 1 - 2x + 2 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Lời giải: 

Nhận thấy X = -2 không là nghiệm của phương trình nên phương trình tương đương với 
x+2 

Phân tích: 

Thêm vào 2 vế của phương trình lượng mx + n, ta có 

~ _Ị_ Ỵ _ ^ 

X 2 -2.X+2 -ịmx + n) = : —— - ịmx + n) 

v ’ x+2 v ’ 

(l - m 2 ) X 2 - 2(l + mn)x + 2-n (l- m)X 1 + (l -2 m-n)x-l-2n 

Vx 2 -2x + 2 +{mx + n) x + 2 

, 1 - m 2 -2(1 + mn) 2-n 2 _ _ 

Ta chọn m, n sao cho ——— = v -- = —-——— <z> m = 0; n = 3 

1 - m 1-2 m-n -1-2 n 

Vậy phương trình tương đương với 

Vx 2 - 2x + 2-3= ỵ2+X ~ ì -3 
x+2 

X 2 -2x-l X 1 -2x-l 

<+> , = ==-=-—-— 

Vx 2 - 2X + 2+3 x + 2 

"x 2 -2x-7 = 0 

, - = —^ ( 1 ) 

_ V X 2 - 2x + 2 + 3 ^ + 2 

Phương trình (1) vô nghiệm, nên phương trình tương đương với 

X 2 -2x~l = 0 o x = l±\fĩ 

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = l± VỸ. 


Bài 6. Giải phương trình sau: Vx-2 + V4-X + V2x-5 = 2x 2 -5x 


Lòi giải: 


219 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 






























PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Điều kiện — < X < 4 
2 

Nhấm nghiệm thấy phương trình có nghiệm X = 3 , vì vậy biến dổi phương trình đã cho tương 
đương với 

(Vx-2-l) + (V4-x-l) + (V2x-5-l) = 2x 2 -5x-3 


. / n\í 1 1.2 

(v 3) / “ Ị “ "t / - — 

v Wr-2 + 1 V4-X+1 V2x-5+l 


- 2x-l 


= 0 


<=> 


X = 3 

1 1.2 „ , „ 

, -- 1 — 7 ====- 2x-l = 0 

•V X — 2+1 V4-X + 1 \2.x — 5+1 


_ 5 1 1 2 

Do x< 4 nên 7 - 7 — + , -2x-l <0 

2 vx-2+l V4-X+1 v2x-5+l 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X — 3 . 


Bài 7. Giải phương trình: V-T + 2 + V5x + 6 + 2yỊ , ềx+9 = 4x 2 


Lời giải: 

Điều kiện: X > 


8 


Khi đó phương trình tương đương với 

^x + 4 /--3 / „ r- --X „f4x+7 


- y/x + 2 +(x + 2-V5x + 6Ì + 2 + ^ -yJSx + 9 + 4(x 2 -x-2Ì=0 

J 1 ' l 3 J { ’ 

(x + 4) 2 -9(x + 2) | (x + 2) 2 -(5x + 6) | 2[(4x + 7) 2 -9(8x + 9)] ^ X 2 X =0 
X + 4 + 3>/ X + 2 X + 2 + y/ 5x + 6 4x + 7 + 3\/ 8x + 9 


(x + 4) 2 -9(x + 2) (x + 2) 2 -(5x + ỏ) 3 (4x + 7) 9(8x + 9) 

X + 4 + 3yfx + 2 X + 2 + VSxTó 4x + 7 + 3yjsx + 9 

/ 2 1 , 1 , 32 

X' -x-2 - 7 H- , H- , + 4 

\ X + 4 + 3v X + 2 X + 2 +V5x + 6 4x + 7 + 3'v8x + 9 


: 0 (*) 


9 1 1 32 

Do X> -4- nên- 7 -I- 7 H- — r -— ^ + 4>0 

8 X + 4 + 3"V X + 2 X + 2 +v5x + 6 4x + 7 + 3'v8x + 9 


Do đó phương trình (*) tương đương với: x 2 -x-2 = 0<» 
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thỏa mãn điều kiện. 

































































PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Vậy phương trình có hai nghiệm là x = -l;x = 2. 


Bài 8. Giải phương trình: 

yj2x 3 + 4.r + 4x - i/l 6x 3 +1 2x 2 + 6x + 3 = 4x 4 + 2x 3 - 2x -1 


Lời giải: 

Điều kiện 2x 3 + 4x 2 + 4x = 2x (x 2 + 2x + 2) > 0 <=> X > 0 . 

Khi đó phương trình tương đương với 

ự(2x + l) 2 +2x 3 -l-(2x + l) + (2x + l)-^(2x + l) 3 +4(2x 3 -l) = (2x 3 -l)(2jc + l) 
2x 3 -1 4Í2x 3 -l) , , N 


<=> 


<=> 


(2^-1) 


1 4 


N 


—-2x-l 

V A B J 


= 0(1) 


Trong đó A = A J(2x-ĩ-ĩỹ~-ĩ-2x 3 ^-ĩ + (2x + 1 ) >1 
B = (2x + 1) 2 + (2x +1) ỉỊĨ 2.V + 1) 3 +4(2.v 3 -l) + ý~(2x +1) 3 + 4( 2x 3 - 1) 


>0 


1 4 


1 


Do đó 2- - - 2 - _ 2x - 1 < 0 . Suy ra phương trình ( 1 ) tương đương với 2x 3 - 1 = 0 <=> X = -4=. 
A B yj 2 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = -JJ= 


Bài 8. Giải phương trình: 2 yịx - 1 + V5x-l = X 2 + 1 


Lời giái: 


Điều kiện X > 1 . 

❖ Với 1 < X < 2, phương trình tương đương với: 
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ị 2 5 

2V^ r ĩ + V5x-l-2 = x 2 -l<z> (x-l) - T _ + ^ =— 

^Vx-1 v5x-1+2 

Do — F ầ= + —=Ẽ= - x-1 > 0,Vx e [l;2) 

4x^1 V 5x-l+2 L ’ 

♦> Với X > 2 , phương trình tưong đương với: 

2V^ r ĩ-2 + V5x-l-3 = x 2 -4 


x-1 


= 0 <=> X = 1 


7 2 5 

(x-2) 7 -h 7 -x-2 

v lVr-1 + 1 V5x-l+2 


= 0 <=> X = 2 


Do 7 —— —+ , ^ -x-2 < 0, Vx[2;+oo) 

Vv-1+1 v5x-l+2 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X - 1 ; X - 2 . 


^ , . lx-7 Ịx-6 lx-5 /x-8 lx-9 lx-10 
Bài 9. Giải phương trình , —— + ■ —— +. —— = . ——— +. ——— +. ——— 

V8V9V10V7V6V5 


Lòi giải: 

Điều kiện: X > 10. 

Khi đó phương trình được biến đối thành 


u _ 8 U-7 M M M. lx-5 


<»■ 


8 

x-15 


10 


= 0 


3(x-15) 


5(x-15) 


56 


Ịx-8 x-7 


N ' 7 

54 „ 


7 


lx-9 + x-6 


5 7 

50 


= 0 


V 


7 


V 


Ị x-10 x-5 

5 + v 10 


X = 15 . Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 15. 


Bài 10. Giải phương trình 4>/x + 2 + V22-3x = X 2 + 8 

Lời giải: 


Điều kiện: -2 < X < rìrì 

3 
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Phân tích: 

Ta thấy x = 2,x = -llà nghiệm của phương trình nên ta tìm cách biến đổi phương trình để có 
nhân tử chung (x + l)(x-2) = X 2 -x-2 
Vì thế ta viết phương trình lại như sau: 

3(4VĨ+2 + V22-3t) = 3(x 2 + 8) 

^12V^+2-(4x + 16) + 3v/22-3x-(14-x)=3(x 2 -x-2) 3 

ló(x 2 —x — 2j 


- X -x-2 3(x2 _ x _ 2] 

l2y[x+2 + (4x + l6) 3V22-3x + (l4-x) v ’ 

( x 2 -x-2) _ _ 4_ Ị _4-2 

v ■ [l2yfx + 2 + (4x + 16) 3>/22-3 jc + (14-jc) 

— nên - 7 16 -- -+ - 7 —--- + 3 > 0. Do đó phương trình (*) 

3 12v/x + 2+(4x + 16) 3V22-3x+(l4-x) 


<=> 


= 0 (*) 


Do -2 < X < rìrì nên 
3 

tương tương với: 


x 2 -x-2 = 0<» 


X = -1 

X = 2 


thỏa mãn điều kiện. 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = -l,x = 2. 


Bài 11. Giải bất phương trình ^2 Ị 4 - X 2 j < 


9x 2 +8x-32 
16 


Lời giải: 


^ >/304 -4 

Điêu kiện: -—- < X < 2 . 


Khi đó bất phương trình tương đương với: 


9x 2 -3 2 
16 


> 




X _ 9x -32 
- <=> ———— > 
2 16 


32-9x 2 


21 x + J2(4-x 2 ) 


3 Cách phân tích liên hợp dựa vào hình học phắng tọa độ hoặc hệ sổ bất định 
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<=> 


(9x 2 -32) 


-b 

16 


_ 1 _ 

2 (W 2 ( 4 - 2 )) 


>0 


^9x 2 -32>0^x> —vx<-— 


Ket họp với điều kiện ra suy ra tập nghiệm của bất phương trình là s = 


4V2 


Bài 12. Giải phương trình (x + 1 ) \jx + 2 + (x + 6) Vx + 7 = X 2 + Ix +12 


Lời giải: 

Điều kiện: X > -2. 

Khi đó biến đối phương trình thành: 


(x + l)ỊVx + 2-2j + (x + 6)ỊVx+7-3j = x 2 +7x + 12-2(x + l)-3(x + 6) 

o ơ-^-2) + ơ + 6)£x-2) =(;t _ 2)(t + 4) 

VX + 2 + 2 vX + 7+3 


/ X +1 x + 6 

<=>(*-2) r —- + 7== 

V "V X + 2+ 2 vx + 7+ 3 


-x-4 


= 0 (*) 


_ _ _ „ _ * _ X + 1 x + 6 . X + 1 X + 6 , 

Do X > -2 nên 7 -+ 7 - X - 4 < —4— + —2- X - 4 < 0 

V X + 2 + 2 Vx + 7+3 2 3 

Do đó phương trình (*) chỉ có nghiệm duy nhất X = 2 . 

Vậy X = 2 là nghiệm duy nhất của phương trình. 

Bài 13. Giải phương trình ịỊ 162x 3 + 2 - yỊllx 1 -9x + l = 1 


Lời giải: 

Phương trình tương đương với: 


224 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 
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ịị/ũĩữ+2 - 2 j -ị V27V+9Ĩ+Ĩ - 1) = 0 

162x 3 -6 T1x 2 -9x 

■£» " -- - 1 = - 

Ị ^162^+21+2^162^+2 + 4 v/27x 2 -9x + l+1 


o(3x-l) 


2(9x 2 +3x + l) _ 3* 

ỊVĨ62? + 2 j 2 + 2^/162 jc 3 + 2+4 -\/27x 2 -9x + l+1 

2(9x 2 +3x + l) _ 3x 

Ịv/ữ&x 3 + 2 j 2 + 2v/l 62 X 3 + 2 + 4 V 27 .T 2 -9x + l + 1 


Xét phương trình: 


= 0 


Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình nên chia hai vế phương trình cho X + 0 ta 
được: 


c 


1 




3x +1 + —— 

3 XJ 


ịyjl62x ĩ + 2 j 2 + 2v/l62x 3 + 2+4 Ị-^/l62x 3 + 2 Ị 2 + 2^/l62x 3 +2 + 4 


^21X -9x + l +1 
Đặt t = v/l62x 3 +2 thì phương trình (*) trở thành: 

3x + - 7 - +1 = 4- + —■ +1 <=> 3x = -^ <=> 6x = ả/ 162x 3 + 2 <=> X = 
3x 2 t 2 3 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = ^. 


\Jl62x 3 + 2 


(*) 



Lời giải: 

Điều kiện: 7 - 2x 2 > 0 

/v 2? 

Khi đó phương trình tương đương với: yJlx-8 -(2x- 2) + J-—-p- (2-x) = 0 


, 7 2x ^2 

_ 7 *- 8 -( 2 *- 2 ) , ~6 ) 0 

(^/7x-8) 2 +(2x-2)^/7x-8 +(2x-2) 2 ^ 7-2x 2 | ( 2 ^ 
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_ -x{%x 2 -2Ax + Yl) _ 8jc 2 -24v + 17 

ịyJlx-S^j +(2x-2)ịhx-S+(2x-2) 2 6 ị l-2x 2 | ( 2 ^ 

í 


= 0 


o(8x 2 -24x + n) 


X + 1 

i^lx-ĩ^ +{2x-2)ịjlx-ĩ,+{2x-if Ẩ \ l-2x 2 

{ ư 6 

X 1 

-7 "*-7— I 

(^/7jc - 8 j + (2^ - 2) ^/7 jc - 8 + (2jc - 2) 2 6 Ỉ 7-2x 2 


Xét phương trình: 


+ ( 2 -*) 


= 0 


= 0 


+ (2-x) 


Chứng minh vế trái luôn lớn hơn 0 


Do vậy phương trình chỉ có nghiệm 8.V 1 - 24.1' +17 =0 77 A' — 


6± V 2 

4 


Bài 15. Giải phương trình: X 3 - 3x +1 = V8-3x 2 


Lời giải: 

Điều kiện: 8 - 3x 2 > 0 


Khi đó phương trình tương đương với: 


X 3 - 


3x + ỉ-(2- x) + (2- x)-\Í8-3x 2 =0 


(x + l)ỊV -x-l) + 


4^x 2 -X- 1 ) 
(2-x) + ^8-3x 2 


= 0 


7 


<» 


(x 2 -x-l) 


X + 1 + - 


(2-x) + \Ỉ8-3x 

Ta chứng minh phương trình: X + 1 + 


= 0 (*) 

4 


(2-x) + y]8-3x 2 


= 0 vô nghiệm, thật vậy 
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Xét hàm số f(x) = 2 - X + VB-3jc 2 , X e 


8 8 

'313 


Ta có f\x) = -\— 7 = = =Oox = -Jị,có f 

V3 


í vz\ 


V V3 y 


6 + 4Vỏ 


,/ 


T f—\ 




= 2-J| >0 

V 3 


/ 


' _/Ịp 

V V3 y 


= 2+.ỊỊ >0. Suy ra 0 </(*)< 6 + ^ . Nên jc + 1h—^— >1-^/5 + - 1 -^>0 


Vậy nên phương trình (*) chỉ có nghiệm Jt 2 -x-l = 0<=>;c = 


/U) 

1±V5 


3 6+4V6 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


1.1. 

\j2x-3-yJx=2x-6 

1.2. 

X" + 9x + 20 = 2y/3x + 10 

1.3. 

2x 2 -1 l.Y + 21 — yjAx—A 

1.4. 

3^2 + Vx-2j = 2x + Vx + 6 

1.5. 

V2x + 4 2 V 2 X - 

vx 2 + 4 

1.6. 

V 2x 2 +8 x + 6+ Va 2 -1=2x + 2 

1.7. 

3x 2 + V3 x+T = 2(7x + 4) + 

1.8. 

V5x- 1 + yj9-x = 2x 2 + 3x-l 

1.9. 

^/3x-92 + V4x-108 = x-28 

1.10. 

(x + 2)Ịx 2 - >/x 2 + X + 2 j = -3x 

1.11. 

(x + 2)|x 2 - V.T 2 +X + 2 j = x + 1 
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1.14. \/a - 3a 4 3 ' V A - 3.1 -I 6 = 3 

1.15. 4>/x + 2+V22-3x = x 2 + 8 

1.16. V 3x 2 -7x + 3 -V 3x 2 -5 x-1=a/x 2 -2-\/x 2 -3x + 4 

1.17. >/l4-x 3 +jc = 2(i-Vjc 2 -2jc-iỊ 

1.18. Vx + l + V2-x + 2 = x 2 +2x 

1.19. V3x 2 -2x=VĨ - X + X 2 - 3x - 4 

1.20. 3x 2 +V3x + l = 2(7x + 4) + Vó^ 

1.21. 2^x 2 +x — 1^ + 2x“ + 2x = 3 + V 4x + 5 

1.22. "\/X” + 2x + 92 X + 2x + 1 + \/x — 1 

1.23. V* 3 - 2x + 5 + V24jc - 23 = 5a ' + 4 

3 

1.24. ^5-(2x 2 -3)(x-3) 2 = 2x 3 + 2x 2 - 1 

1.25. ^(x-l) 2 + ^(x + 2) 3 =x 3 +x-l 

1.26. y/x-l + ịj5x-2 = — X + 4 

4 2 

1.27. \Ị x + yỊx 2 -! = -^-(x-l)^2(x-l) 

1.28. Vt + 1 + a/x + 8 + ị[x + 81 = Ậ (X + 4) 

1.29. 4-v/ĨTx - 1 > 3x + 2-n/Ĩ-x + Vi - t 2 

1.30. Giải các bất phương trình sau: 
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1. ư^ĩ< 3 

X 

2. -- * > X -4 

ịl + Jx + lỴ 

~ V12 + X - X 2 12 + x-x 2 

x — I 1 “ 2x-9 

4. jx 2 - 4x + 3 — V2x 2 -3x + l > X - 1 

1.31. 3x 4 - 4x 3 = 1 - ^(l + x 2 ) 

Đáp số: X = 0 

1.32. Vx-2+a/4-x+V2x- 5 = 2x 2 -5x 
Đáp số: X = 3 

1.33. \/6 - X + -v/x -1 = X 2 -1 
Đáp số: X = 2 

1.34. y/x+ 6 + X 2 = 7 —y/x — l 
Đáp số: X = 2 

1.35. 2x 2 -llx + 21-3^4(x-l) = 0 
Đáp số: X = 3 

1.36. \JX 2 +11 -y]x 2 - 3 = 2 
Đáp số: X = ±2 

1.37. 'sl 2x +1 +'\J 2x — 3 — \Ị X + 3 + a/x — 1 
Đáp số: X = 2 

1.38. yỊX 2 - 3x + 2 + X 2 - 4x + 3 > 2^1 X 2 - 5x + 4 
Đáp số: s = |l}u[4;+oo) 

1.39. yj 2x 2 - ỉ + \lX 2 - 3x - 2 = ^ 2x 2 + 2x + 3 + \JX 2 - X + 2 
Đáp số: X = -2 

1.40. yj2x 2 +16x + 18+Vx 2 -1 = 2x + 4 
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^ -32 + V5Ĩ3 

Đáp sô: x = ±l;x = -y— — 

1.41. 

V4x + l- V3x-2 = — 


Đáp số: X = 2 

1.42. 

V7x-8 + l = (V2x-l-l) 2 

1.43. 

2(x-2)(V2x-2+V4x-4) = 3x-l 

1.44. 

Vl-4x 2 +2 Vx 2 +1=8x 

1.45. 

4Vx + 2 + V 22 — 3x — X + 8 

1.46. 

2 ^ x~ + X — lỊ + 2x“ + 2x =3+V4x+5 


ĐƯA VÈ HỆ TẠM 


Phương trình có dạng VÃ + Vổ =c mà A- B = aC , khi đó ta có 


(VÃ+VĨ? = c 
I VÃ-Vs =a 




4Ả = 

V5 = 


c + cc 


C-a 


, giải hệ này và thử lại nghiệm. 


BÀI TẶP MẢU 


Bài 1 . Giải phương trình sau: V 2x 2 + X + 9 + V 2 Ư -x+ỉ = X + 4(1) 


Lời giải: 

Nhận thấy ịlx 1 + x + 9j-ị2x 2 - x + l) = 2(x + 4 ), và X = -4 không là nghiệm của phương trình 
Khi đó phương trình tương đương với 

■ 2 (* + 4) - = x + 4 <=> V2.X 2 + X + 9 ~V2x 2 -x + 1 = 2(2) 

V2x 2 + X + 9 - V2x 2 -x + l 
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Từ (1) và (2) ta suy ra V77 + X + 9 - «■ X - 0;x - 7 

Thử lại thấy cả hai nghiệm này thỏa mãn 

8 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 0; X = —. 


Bài 2. Giải phương trình sau: V 2x + X + 1 + Vx 2 - X + 1 = 3x. 


Lời giải: 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình, chia cả hai vế phương trình cho X ^ 0 ta 
được 


2 + x + ị + f~x + ị =3 
XX V XX 


Đặt t - — => phương trình trở thành yj2 + t + f + yjl-t + t 2 = 3(1) 

X 

Ta có Ịv/2 +1 + 1~ + v/1 — Í + Ư j Ị"\/2 + Í + Í — a/ 1 — í + Ư j = 2t +1 


V 2 + 7 + 7 -v/l-í + r =^yi( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy ra yj2 + t + r = 


2t + ỈO 


<=> 


t = l 

7 <=> 

8 


X = 1 

8 

X = 

7 


Thử lại ta thấy chỉ có nghiệm X = 1 thỏa mãn, 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 . 


Bài 3. Giải phương trình sau: V X 2 - 9x + 24 - Vóx 2 -59x + 149 = 5 - X 


Lòi giải: 

Phương trình tương đương với 
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-5(x-5) 2 


Vx^9x + 24 + yíẽx^ỹhc + m 

-5(5- x) 


= 5-x 


<=>(5-x) 
X = 5 


<=> 


, V* 2 - 9x+ 24 + vỏx 2 - 59x +149 
-5(5-x) 


-1 


= 0 


-1 = 0 (*) 


. Vx 2 - 9x + 24 + Vóx 2 - 59x +149 
Phương trình (*) tương đương với Vx 2 -9x + 24 + vỏx 2 -59x + 149 = -5(5 - x)(1) 


Ta lại có \lx 2 - 9.V + 24 - Vóx 2 -59x + 149 = 5 - x(2) 

Ị ———-— íx>5 19 

Từ (1) và (2) ta suy ra vx 2 -9x + 24 = 2x-10 <tí> ị , , X =, thử lại 

Ịx 2 -9x + 24 = (2x-10) 3 

thấy nghiệm này thỏa mãn. 

19 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 5; X = -J-. 

Bình luân: 

Thực chất của phương pháp này là trục căn thức, Xem phương pháp truc căn thức ở trên. 


BIỂN ĐỎI VÈ PHƯƠNG TRÌNH TÍCH 


Đôi khi biến đối trực tiếp về phương trình tích không dễ thực hiện, khi đó nếu trong biểu 
thức của phương trình có xuất hiện nhân tử chung thì ta đặt ấn phụ sau đó biến đối phương trình 
mới về dạng tích sẽ dề dàng hơn. 

Chúng ta sử dụng các biến đổi quen thuộc : 


u + V = MV + 1 => (w -l)(v-l) = 0 
au + bv = ab + uv => (b - - v) = 0 

Dang toán : a 3 +b 3 +C 3 = (a + b + c ) 
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Sử dụng ( a+b+cỴ = a 3 +b 3 +c 3 +3ị y a + b)(b + c)(c + à) 

Từ đó suy ra (a + h)(h + c)(c + a) = 0. 

BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải phương trình sau : \lx +1 + \Jx+2 = 1 + \JX 2 + 3a' + 2 


Lòi giải: 


Phương trình tương đương với 


Ị-n/x + 1 -1^-\/x + 2 - lj = 0 o 


yjx + l—l = 0 

^ 

ựx + 2-1 = 0 


X = 0 
X = -1 


Vậy phương trình có 2 nghiệm là X - 0; X - -1. 


Bài 2. Giải phương trình : yỊx + ỉ + V? = -s/v + \lx 2 +x 


Lời giải: 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình, chia hai vế phương trình cho X ta được 



<=> 


ị[x-ỉ = 0 


3^-1 


<=> X = 1 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 


Bài 3. Giải phương trình sau : y/x + 3 + 2w x + ì =2x + \lx' +4.V + 3 


Lời giải: 

Điều kiện X > -1. 
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Khi đó phương trình tương đương với 
y/x + 3 + 2 Xy/x +1 =2x + Ậx + 3)(x + l) 


/ /-- _ M I -- \ „ y/x + 3 -2x = 0 

<=>(Vv + 3-2jc)(vz + l-l) = 0<=> r— 

v A ' |_Vjc+Ĩ — 1 = 0 

Vậy phương trình có 2 nghiệm V = 0; V = 1. 


<=> 


X = 0 

x = l 


Bài 4. Giải phương trình sau : X + 2\ll -X = 2\lx + l + V-T 2 + 6x + 7 - 1 


Lời giải: 

Điều kiện -1 < X < 7 . 

Dặt a = yỊl-x,b = Vv + 1 khi đó phương trình trở thành 
b 2 + 2a -1 = cib + 2b- \ (ci - b)(b- 2) = 0 


<=> 


ư =b 
b = 2 


<=> 


\!l-X = y/x + l 
4x+Ĩ = 2 


<=> X = 3 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 3 . 


Bài 5. Giải phương trình sau : \[x + 3 + — 7 == = 4-V* 

V X + 3 


Lời giải: 


Diều kiện X > 0 


Chia hai vế của phương trình cho \lx + 3 ta được 


l + -íí- = 4, 
^ + 3 ^ 


x + 3 


<=> 


1 - 2 , 


x+3 


= 0<=>. 


V '" J 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = ỉ. 


x + 3 2 


■ X = 1 . 


Bài 6. Giải phương trình : X = \l2-x.\/3-x + \j3-x.y]5-x+\l5-x.y/2-x 
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Lời si ải : 

Điều kiện : 0 < X < 2. 


Đặt < 


u = yỊl-x 
V = y/3 — X 
w = V 5 — JC 


X = 2 — u =uv + v w + w u 
X = 3 - V 2 = uv + vw + w u o 


x = 5-w 


: uv + vw + w u 


2 = (m + v)(m + w) 

3 = (m + v)(v +w) 
5 = (v + w)(w + w) 


>/3Õ 239 

Giải hệ trên ta được : w = —— <=> X = - 


60 


120 


Bài 7. Giải hệ phương trình : a/Tt+T - \lx 2 -x-8 + ịjx 2 -Sx—ỉ = 2 


Lời giải: 

Đặt a = ^/7x + l,ồ = -ị[ĩc — JC — 8,c = -\/x 2 — 8jc — 1, khi đó ta có 


ịa + b + c = 2 
{a 3 +b 3 +c 3 = 

oa 3 +è 3 +c 3 

8 


a = —b 

Ầjlx + \ -ịjx 2 - 

<=> 

b = -c 

yjx 2 -X- 8 =yj 


c = -a 

ị/lx + ỉ = -ịIx 2 


Vậy phương trình có 4 nghiệm là X — 0, X — ±1, X — 9. 


Bài 8. Giải phương trình sau : \J 

* X 2 + 3x + 2 

'ị/x + ỉ - yịx+2 

= 1 


Lời si ải: 

Phương trình đã cho tương đương với 

(x + l)-(x + 2) + -\/x 2 +3x + 2^-\/x + l — ịfx + 2\ = 0 (*) 

Ta đặt a = yjx + \,b = -ị/x + 2 , khi đó phương trình (*) trở thành : 
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PHƯƠNG TRÌNH YỎ TỶ 

a 3 + b 3 -abị^a + b) = 0 <=>(«+/?)(«-V) 2 =0 

a = ±b <=> Vx + 1 = ±Vx + 2 <=> X - -Ậ . 

2 

. , , , _ 3 

Thử lại thây nghiệm X = - — thoa mãn. 

, 3 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhât x = -~- . 


Bài 9. Giải bất phương trình 7>/3x-4 + (4x-3)V6-x >32 


Lời giái: 

. . 4 

Điều kiện : -4 < X < 6 (*) 

3 

Khi đó bất phương trình tương đương với 

[(3x-4) + 3(6-x)]V3x-4 + [3(3x-4) + (6-x)]V6-x > 64 

<=> (3x-4)V3x-4 + 3(3x-4)Vó-x + 3(6-x)a/3x-4 + (6-x)Vó-x > 64 

|V3x-4 + Vó - X j > 64 <» V3x-4 + Vó-X > 4 <» 2x + 2 + 2^( 3x - 4) (6 - x) >16 
^Ặ3x-4)ị6-x)>7- x<=>(3x-4)(6-x)>(7-x) 0 do điều kiện (*) 


4x -36x + 73 < 0 


9 - 2 V 2 „ 9 + 2 V 2 


<x< 


thỏa mãn điều kiện 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 5 = 


9 - 2 V 2 9 + 2 V 2 


Bài 10. Giải bất phương trình (x + 2)|V2x + 3 - 2Vx + 1 ) + V 2 .Ử +5x + 3 - 1 > 0 


Lời giái: 

Điều kiện : X > -1 


Nhận xét: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Ta thấy xuất hiện nhân tử chung yj2x + 3; Vx + 1 trong V 2x 2 + 5x + 3 

Ị a = yỊlx + 3 


Khi đó ta tìm cách biến đổi phuơng trình nhờ đặt 


I b = y/x + l 


a —b > = x + 2 


a 2 -2b 2 =\ 

V 2x 2 + 5x + 3 = ab 


Khi đó bất phuơng trình trở thành 

ịa 2 -b 2 ^(a-2b) + ab-[a 2 -2b 2 ^>0 <^>ị y a-b){ y a + b){ y a-2b)+( y ab-a 1 +2 b 2 ) >0 
<=> (a+ b)(ữ-2b)(a+ b-l) > 0 

Nhung do a + b > 0 nên bất phuơng trình trên tuơng đuơng với 

í sj2x + 3 — 2y/ X +1 > 0 


(a - 2b)(« + b-l) > 0 <=> 


[ yj 2x + 3 + "ý/ X + 1 —1^0 1 

_ _ ox<--z 

\\j2x + 3 -2-s/x+T <0 2 


[V 2x + 3 + X 1 —1<0 
Đối chiếu với điều kiện suy ra tập nghiệm của bất phuong trình là s = 


-4 


nx: 11 UÁ+ ..V . |* 4 +-X 2 +1 x 2 -x + ỉ x +l 

Bài 11. Giải bât phuong trình — -Ị ——- > . ——— —— 

x(x • l) V -V +1 X 


Lòi giải: 

Điều kiện : X > 0 . 

Kh i đó bất phuơng trình đuợc biến đối thành 

x 2 +x + l X 2 — X + 1 ịx 2 -x + 1 x 2 +x + l 

V * 


X +1 


> 


X 2 +1 


+1 


Đen đây ta đặt: a = 


V 


X 2 —X + 1 , X 2 +X + 1 i Ẩ , 

b =, I- khi đó bât phuong trình trở thành 


X 2 +1 


Íỉb>a-b+l<íí>(a + l)(b-l)>0<t=>b>l<tí>, 


/ X 2 + X +1 


> 1 luôn đúng với X > 0 


Vậy tập nghiệm của bất phuong trình là s - (o, + 00 ) . 


Bài 12. Giải phuong trình 

v/x + 5 —\Ịx + 2j 

Ịl +Vx 2 + 7x + 10 

= 3 
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PHƯƠNG TRÌNH YỎ TỶ 

Lời giải : 

Điều kiện : X > -2 

Khi đó phương trình tương đương với: 

— . -Ị Í1 + V ' x~ + 7x + loì = 3 <=> 1 + \l ' x~ + 7x + 10 = sl X + 5 + Vx + 2 

■\/ H- 5 H - >/ -XT H“ 2 ^ ' 

<» ỊVx + 5-lj^Vx + 2-lj = 0<»x = -lvx = -4 

Đối chiếu với điều kiện suy ra phương trình có nghiệm duy nhất X = -1. 

BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Giải các phương trình, bất phương trình sau : 

1 . 1 . ỊVxĩĩ +Vx--2)Ịl-Vx 2 -x-2 j = 3 

1.2. Vx - X 2 + Vl-X = l + (l-x)Vx 

1.3. sÌ3x 2 -18x + 25 + ^4x 2 - 24* + 29 = 6x - X 2 - 4 

1.4. a/i + X + X - + "x/1 — X — 1 + "\/l — X 


PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẤN PHỤ 
BÀI TẬP MẪU 


Bài 1 . Giải phương trình sau : 4x-\fĩc^l + \Ịx + 4x^-1 = 2 


LỪẼ si ải: 


Điều kiện : 


X - Vx 2 - ĩ > 0 

< X + yjx 2 — 1 > 0 <=> X > 1. 


X 2 -1 > 0 
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PHƯƠNG TRÌNH YỎ TỶ 

Ta có, \/ I - \/1 ' - I ,-JX - \/ I' -1 = 1. Đặt I = X — \[x' — I 

1 2 

Khi đó phương trình trở thành : í + — = 2 <=> (í — l) =0 <=> í = 1 

t v ' 

<=> 'Ịx-^Ịx 2 -\ = 1 <=> X- Vx 2 -1 = 1 <=> X 2 -1 = (x-l) 2 <t> X = 1. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 


Bài 2. Giải phương trình sau : 2x 2 - 6x —1 = V4x + 5 


Lòi si ải: 

Điều kiện : X > . 

4 


Dặt t = >/4x + 5 > 0: 


X = - 


■, khi đó phương trình trở thành : 


V 


-5 




-5 


-l = t<=>t -22r-8r + 27=0. 


<=> (V 2 + 2 í - 27) (r - 2 f - 11 ) = 0 <=> 


= -1 + 2 V 2 

=1+2^3 


(do í > 0 ). 


X = 1 —s /2 

X = 2 +V 3 


Bài 3. Giải phương trình sau : X + ^]5 + ^fx-l — 6 


Lời si ải: 


Điều kiện : 1 < X < 6 . 

Đặt t — \Jx- 1 >0=>x = r +1, khi đó phương trình trở thành : 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


y/5 + t =5-r <=><! 
-1 + VĨ7 


5 + í = (5-í 2 ) 2 
0<Í<V5 


<=>( 


<=>í = ■ 


_ - 1 i Vl7 

<=> Vt-1 =-——— <=> X = 


’(r+í-4)(í 2 -<-5) = 0 
0 < f < Vs 

11-VĨ7 


2 2 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 


2 

11-VĨ7 



LừẼ giải: 


Điều kiện : -1 < X < 0 . 

Chia cả hai vế của phương trình cho X, ta được : 


x+2 X-- =3+- 

V X X 


Dặt t = Jx~— > 0 phương trình trở thành : r+2í-3 = 0<=>í = l<=> Jx~— = 1 <=> X = 1 

V X V X 2 


(do í > 0). 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 


1-V5 


Bài 5. Giải phương trình sau: X 2 + \jX 4 - X 2 =2x + l 


Lời si ải: 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình, chia hai vế phương trình cho X * 0 , ta 
được: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


/1-1 

(, 0 

1 

? X —— = 2 + —<=> 

1 -- 

+ , 3 X-- 

V X X 

l x) 

V X 


Đặt t = Ằx - — => phương trình trở thành: 


+ t-2 = 0<=>(t-l)(í 2 +t + 2Ị = 0<=>í = l<=> ^ Ịx — = 1 

1±V5 


— = 1 <=> x = 


l±y/5 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 



Lời siải: 

Điều kiện: X e (-00,-1) u (0,1]. 

Ta có VT = X 4 + 2x 3 + 2x 2 -2x + l = (x 2 + x) +(x-l) 2 > 0 
h _ 2 Ịị_ 2 

Và VP = (x 3 + xỊy—— = x(x 2 + l)y—-2— do đó phương trình có nghiệm thì X G (0;l]. 
Viết lại phương t rìn h dưới dạng: 


X 4 + 2x 3 + 2x 2 - 2x +1 


<=> 


=( X,+X )\Ị 


1 2 

\-x 


(x 2 +l) -2x(l-x 2 ) = (x 2 + l)^x(l- X 2 ) 

Nhận thấy X = 1 không là nghiệm của phương trình, nên chia hai vế phương trình cho ^Ịx (1 - X 2 ) 


ta được: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


X 2 +1 2 i Y ( 1 ~- y2 ) 

^ Ịxịỉ-x 2 ) x + 1 


= 1(*), ta đặt 


X 2 +1 

v*( i_x2 ) 


> 0, khi đó phương trình (*) trở thành: 


2 , 

t — = l<=>r-í-2 = 0 <=>í = 2>0. 
t 

Khi đó , = = = 2 <=> (x 2 + lj = 4x(l -X 2 ) <=> (x 2 + 2x-l)~ = 0 <=> X = —I + V 2 

Do X e ( 0 , 1 ) nên chỉ có nghiệm X = -I + V 2 thỏa mãn. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = -1 + V 2 . 


Bài 7. Giải phương trình sau: X 3 + Ậl - X 2 y = x^2ịỉ -X 2 ) 


Lời giái: 


Điều kiện: -1 < X < 1. 

Phương trình đã cho tương đương với 

(x + Vl-* 2 )(x 2 -xVl-x 2 + l-* 2 j = x^2(l-x 2 'j (*). 

t = X + a/ỉ-x 2 => Xa/ 1 — X 2 = — 


Đặt 


kh i đó phương trình (*) trở thành: 


t 


1-= a/2 ^ <z> í 3 + -Ịìt 2 - 3t - V 2 = 0 


V 


y 


«■ (í- a/2)(í 2 + 2a/2í +1) = 0 «. 


= >/2 

2 + 2-Jĩt + 1 = 0 


■ = >/2 

= -a/2±1 


(i). Với t = \Ỉ2 <?> x + \lỉ-x 2 = a/2 a/2 -X = a/Ĩ-x 2 -C^Ịa/ỉ-xỊ =1- 

<=> 2x 2 - 2a/2x +1 = 0 <=> X = — 7 = . 

a/2 


•X 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


(ii) . Với t = —4Ĩ-lox + \Jl-x 2 =->/2-1 , VÔ nghiệm do VT > -1 > VP . 

(iii) . Với t - ->/2 + ỈO- x + ^ỉ-x 2 = -yỊĨ +1 <=> Vl - X 2 =-\Ỉ2+l-X 


<=> { 


-ỉ<X<-y/2+l 
1-x 2 =(->/ 2 + 1 —jcý 


<=> X = - 


-V 2 -V 2 V 2 - 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 2^- , X = -——— ĩ 


Bài 8. Giải phương trình sau: ( 13 -4x)>/2x-3 + (4x- 3 ) \j5-2x = 2 + 8>/l6x-4x 2 -15 


Lừ/ giảũ 

Điều kiện: Ậ < X < Ậ. 

2 2 

Khi đó phương trình tương đương với: 

7(V2x-3+>/5-2x)-2((2x-3)V2x-3+(5-2x)V5-2x) = 2 + 8^/(5-2x)(2x-3) (*) 

Đặt t = >/2x-3 + \l5 — 2x =>2x-3)(5-2x) = ——— , khi đó phương trình (*) trở thành: 

í 3 -4í 2 +í + ố = 0«(í-2)(í 2 -2í-3) = 0<s>í = 2>0 

Khi đó >/2x-3 + >/5-2x = 2 X = 2 . 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 2 . 


Bài 9. Giải phương trình: 10x 2 + 3x +1 = (1 + 6x) >/x 2 +3 


Lừ/ g/ải: 


Đặt u - 1 + 6x; V = \lx 2 +3 khi đó phương trình đã cho trở thành 
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1 2 

— M + 

4 

v’-i = 
4 

uv <=; 

> (u - 2v) 2 = 9 <=> u - 

- 2v = ±3 

❖ 

Với u - 

2v = 

3, ta được: l + 6x- 

2>/x 2 + 3 = 


II 

1 


Í3x-1>0 


<=> 3x 

+ 3 < 

i=> j 

, <=> X = 1 



[x 2 +3 = (3x-1) 


❖ 

Với M - 

2v = 

-3, ta được: 



ị ——- Ị ——— f 3x + 2 > 0 Vỹ _ 3 

l + 6x-2vx 2 +3 = -3<^>3x + 2 = Vx 2 +3 <=>< _ <^x = —— — 

|x 2 + 3 = (3x + 2) 2 4 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 1; X = 


>/7-3 

4 


Bài 10. Giải phương trình: 2 Ị 2V1 + X 2 - V 1-x 2 j—\/l-x 4 = 3x 2 +1 


Lời giải: 

Điều kiện: |x| < 1 


Đặt a = Vl + X 2 ;h = >/l-x 2 =>3x 2 +1 = 2(l + x 2 )-(l-x 2 ) = 2a 2 -b 2 
Khi đó phương trình trở thành: 

2{2a-b)-ab = 2a 2 -b 2 -o 2a + ci(b - À) + 2b - b 2 =0 
Coi đây là phương trình bậc hai với ấn 1 ha, ta được: 


A a =(b-4) 2 s(2b-b 2 ) = (3b-4) 2 



4-b + 3b-4 
4 

4-b-3b + 4 
4 


b 

2 


= 2 -b 


❖ Với đ = ^ <=> Vl + X 2 = ^ * 2 VN 

2 2 

❖ Với a = 2-b Oyjl + x 2 = 2 - \ỊĨ - X 2 <=> >/1 + X 2 + v 1 - X 2 =2 


^2 + 2yJl-x 4 = 4^x = 0 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 0 . 
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Bài 11. Giải bất phương trình: 27 a/ 5 + 2x + 21\Ỉ4-2x > (4x +1) 2 


Lời giải: 


Điều kiện: -— < X < 2 . 
2 


Khi đó đặt 


u 2 +v 2 =9 


3 < u + V < 1 j2(5 + 2x + 4-2x) = 3 V 2 


u = V5 + 2x 
V = \j4-2x 

Bất phương trình trở thành: 

27 (n + v) > {u 2 - V 2 ) <=> 27 > [u - v) 2 [u + v) = ịu + v)Ịl8-(n + v) 2 j 
(w + v-3)Ị(w + v) 2 + 3(w +v)-9j >0, luôn đúng do (*) 


(*) 




Vậy tập nghiệm của bất phương trình là s = 




Bài 12. Giải bất phương trình -\/7x-8 +1 > ị^/ĩx-ĩ -1 j 


Lời giải: 


Điều kiện: X > — , khi đó ta đặt t = yj2x-l > 0 
2 

Khi đó bất phương trình tương đương với 

<=> 2t' 5 -1 2t 5 + 24í■ 4 +1 6t 3 - Ít 2 + 9 < 0 
^(í-l)(í-3)(2í 4 -4r 3 +2f 2 + 4t + 3)<0 

Với t > 0 => 2í 4 - 4r 3 + 2í 2 + 4t + 3 = (2í 4 + 2 1 2 - 4t 2 ) + 4t + 3 
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= 2r (f-l) 2 + 4f + 3>0 

Vậy (t - l)(í - 3) < 0 <=> 1 < ị < 3 1 < V2jc-1 < 3 <=> 1 < X < 5 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là s = [l, 5] 


Bài 12. Giải bất phương trình X 2 +Ỉ2x< 8 \lX 2, + 3x - 3 

Lời giải: 

Điều kiện X > 0 , khi đó đặt a = sjx 2 +3 ;b = 4x ; bất phương trình trở thành 
a +12 b 2 < 8 ab <=> (a-2b)(a-6b) < 0 <=> 2b < a < 6b 


<=> 2\[x < yjx 2 +3 < 6 yfx <=>. Ậ- < X < 1 

V 35 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 



Bài 13. Giải phương trình 2^5x + ĩy/x 2 + X - 2 1 = 3y/x-l + \lx + 2 + 27 

Lời giải: 

Điều kiện: x>\ 


Khi đó đặt t - 3-y/x-l + ylx + 2 
Khi đó phương trình trở thành 
't = 5 


= lOx - 7 + 6sl X 2 + X - 2 


t -t -20 = 0<» 


t = -4 


Nhưng do t > 0 nên chỉ nhận nghiệm t = 5 => X = 2 là nghiệm duy nhất của phương trình. 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Giải các phương trình, bất phương trình sau: 

1.1. slĩ-x + x 2 -V2 + X-X 2 =1 

1.2. y/ X + 1 + s/ 4 - — x+^(x + l)(4 — x) = 0 
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1 . 3 . 2EhJEx < x . 2+ ^TỊ 

2 

1.4. \Ị 5x 2 + 10.T +1 > 7 - 2x - X 2 



1.6. yJx 2 -3x + 3+ \lx 2 -3x + 6= 3 

1.7. x + ^4-x 2 = 2+3x\l 4-x 2 

1 . 8 . y/l + 2x + y/l-2x>2-x 2 

1.9. Vx-2 + y[Ã—x — x 2 -6x +11 


1.10. (x-l)(x + 3) + 2(.T-l) J~~ = 8 

V V 1 


1 . 11 . 

1 . 12 . 

1.13. 

1.14. 

1.15. 

1.16. 

1.17. 

1.18. 

1.19. 

1 . 20 . 



y/2x + 3 + y/x + l =3x + 2\Ỉ2x 2 +5x + 3 -16 

%Ị(x+ỉf + 4%Ị(x-ìf = 6 ịlx 2 -1 

(34-x)ị/x+ỉ ~(x+ỉ)\l34-x ^ 

ị]34-x-ịjx + ỉ 

y[x + Vl- X -2^jx(ỉ-x) -2ịjx(ỉ-x) = -1 


\l 8x +1 + ^Ỉ3x — 5 — \Ịl X + 4 + V 2x — 2 
V2x 2 -1 + ylX 2 - 3x = V2x 2 + 2.T + 3 + ^X 2 - X + 2 

1 3~ 4x 2 4x 

Vv + 1 +6\j9-x 2 +6^Ị( y x + l)ị9-x 2 ^j =38 + l(h:-2x 2 -X 3 
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1 . 22 . x 2 (l- 2Ư3Ư + 3jc 2 + X Ị = 13jc - 8 


1.23. \jx-ylx-4x-y/x- 2012 = 2012 


1.24. ịì + x + Vư-l ) 2012 + Ịl + X - Vl-Ư j 2012 = 2 2013 

1.25. Giải các bất phương trình: 

1. 3\[x -ị — %= <2x + Ậ — 7 

l4x 2x 

2. V5^c 2 +1 ()x +1 >1 -X 2 -2x 

1.26. Giải các phương trình, bất phương trình sau: 



1 . 


2. 4^/(x + 2) 2 -llÌA-x 2 +3^/(2 -x) 2 =0 

1.27. yldỏx^-tôx^ị-^ = 15x~27 + 2y[9x^-9x + 3 

1.28. (ốx 2 - x-2^3x 2 -4x + 1 = (l0x 2 -llx + 4^jyjX 2 + x-l 

Đặt a = ^3x 2 -4x+\,b = yjx 2 + X -1 và suy ra 

6x 2 -x-2 = ma 2 + nb 2 ; 10x 2 -1 lx + 4 = pa 2 + qb 2 đưa về phương trình đắng cấp bậc ba. 

PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẨN PHỤ ĐƯA VÈ HỆ 
Phương pháp: 

Khi gặp phương trình có dạng F Ị f{x), 'iiịa + f(x), {Ịb ~ f(x) j = c . Ta có thể giải phương trình 

.,4 _, , _ \u = tfa + af(x) Ị f (u,v) = c 

này băng cách đặt < , <Ị 

Ịv = ạ]b-/3f(x ) [ pù" + av 11 = aj3 + ba 

BÀI TẬP MẪU 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Bài 1. Giải phương trình sau: aa/ạã—a' í a + v 3Ã — A 1 Ị —30 


Lời giải: 

Đặt y =yj 35-v 3 =^>x 3 + y 3 =35 

Và phương trình ban đầu trơ thành: xy (x + y) = 30, từ đó ta có hệ phương trình 

jv + y 3 =35 ị{ x+ y ) 3 — 3-ry (+ y) - 35 ịx+y = 5 x = 2,y = 3 

[xy(x + y) = 30 [jt 3 ;(.v+ y) = 30 \xy = 6 [x = 3,y = 2 

Vậy phương trình đã cho có hia nghiệm là X - 2, X — 3. 


Bài 2. Giải phương trình sau: 2\/3x—2 +3\Jỏ—5x -8 = 0 


Lời giải: 

Điều kiện: X < 4 
5 

Đặt u = yỊ 3x-2\v = y/6-5x > 0 
[w 3 = 3x-2 - ^ , 

=> „ => 5u + 3v = 5(3 X - 2) + 3(6 - 5x) = 8(1) 

[v 2 =6-5x 

Mặt khác ta lại có: 2u + 3v -8 = 0(2) 

(1) & (2) => 5w 3 + 3(^p-) 2 - 8 = 0 o 45n 3 + 12n 2 - 96 u +120 = 0 

<=> (w + 2)(45w 2 - 78ư + 60) = 0<^>u = -2=>v = 4(TM) => yj 3x-2 = -2 o X - -2 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: X = -2 


Bài 3. Giải phương trình sau: x+ 


VĨW^Ĩ = 6 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Lời giải: 

Điều kiện: X > 1. 

Đặt u — yịx- l,v = V 5 + Vx-I khi đó ta có hệ 


|w + v = 5 

V 2 - i/ = 5 


>m 9 +m + v-v 2 =0<^(m + v)(m-v + 1)=0<^m-v + 1 = 0 

Khi đó yjx -1 +1 = \l5 + \[x-ĩ <=> yfx-ĩ = 5 - X <=> X = . 

Vậy phương tình có nghiệm là X = . 



LỪẼ giai: 

Điều kiện: xe[-l;0) 


u 


í 4 ® 


Đặt u = , X — — ;v = . 2x-—,u > 0, V > 0 . Ta được w — V = X — —■ (ỉ) . 
V X V X X 


Ta lại có V 2 — w 2 = 


( 5^ 


r n 

2x~- 

- 

JC —— 

V x) 




_ 4 

= X — (ứ) 
X 


Từ (ỉ’)và 00 ta suy ra: V 2 -u 2 =u-v <5>(u-v){u + v+\) = ữ<5>u = v, do ư,v> 0. 

Vậy phương trình tương đương với: 

. X- — = , 2x <=>x- — = 0<=>x = ±2. So sánh với điều kiện thì chỉ có nghiệm X = 2 thỏa 
V X V V X 

mãn. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 2 . 


Bài 5. Giải phương trình sau : yj 24-x + Vl2-X — 6 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Lời giái : 

Điều kiện : X < 12 . 

Đặt u = >/24 + X, V = yjl2- X . Ta được u+V = 6 (1) 


Lại có M 3 + V 2 = 36 (2). Thay V = 6 - u từ (1) vào (2) ta được : 
u + u 2 -12 u -ữ<x>u{u-3){u + À) = 0 


<=> 


u = 0 
u = 3 <=> 
u — —4 


x = -24 
X = 3 

X = -88 


Vậy phương trình có ba nghiệm là {-88, -24,3} . 


Bài 6. Giải phương trình: 8x 2 -13.T + 7 = 


V xj 


ịj(x + í){2x-\) + x' -x-l 


Lời eitíi: 

Phương trình đã cho tương đương với: 8x 3 -13x 2 +1X = (x +1) yj3x 2 -2 
(2x-l) 3 -[x 2 - x-l) = (x + l)^(x + l)(2 x-l)+ (x 2 -x-l) 

Đặt u - 2x -1, V = >/ 3x 2 -2 ta có hệ phương trình 

M 3 -[x 2 - x-l) = (x + l)v 
V 3 -(x 2 -x-l) = (a' + 1)ỉ/ 


Trừ theo vê hai phương trình trong hệ ta được: 
{u - v) ịu 2 + uv + V 2 + X + 1) = 0 < 


u —V 

2 , . 2 


u +UV + V +X + 1 = 0 
Với w = V <=> 2x-l = >/3x 2 -2 (x-l) 2 (8x + l) = 0 <=> X = 1 


= lvx 


♦♦♦ Với ư +ưv + v 2 + X + 1 = 0 <w- 


M 

V + -7 

V 2y 


+ ^(2x-l) 2 +x + l = 0 


Ị_ 

8 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


<»4 


/ \2 

u ' 

V + -7 

V 2y 


+ 4x 2 + 2 (2x -1) 2 + 5 = 0, phương trình này vô nghiệm. 


Vậy phương trình có hai nghiệm X = 1; X = --Ị-. 

8 


Bài 7. Giải phương trình: X 2 * + 3\lx 2 - 1 = Vx 4 -x" +1 


Lòĩ gihữ 

Đặt u - X 2 , V = Vx 2 -l;w,v > 0, khi đó phương trình trở thành 


u + 3v = Vn 2 -V 2 


V = 0 


<=> 10v^ + 6nv = 0 <=> 



Do w,v > Onên chỉ nhận nghiệm V = 0 yjx 2 - ỉ = 0 X = ±1. 

Thủ lại ta thấy các nghiệm này thỏa mãn. 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X = ±1. 


Bài 8. Giải phương trình: \l X 2 + 2x + V2x -1 = V3x 2 + 4x +1 


Lời eiải: 

Điều kiện: X > — . 

2 

Khi đó bình phương hai vế của phương trình ta được: 

Ậx 1 + 2x)(2x~l) = X 2 +1 <=> ^(x 2 + 2x)(2x-l) = (X 2 + 2x) - (2x -1) 

Đặt u - \lx 2 + 2x,V = yỈ2x-Uu, V > 0 , khi đó ta có phương trình: 

2 2 lì V5 - J „ 1 + V5 

uv = u -V <^>u =——— V, nhưng do ư,v>Unên u = —— V 


<=> *ỊxF+ 2x = \jlx-\ X + 2x = 
2 


1 + V5 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Bài 9. Giải phương trình Vx + v.r-l = V 1 + x 


Lời giái: 

Điều kiện: 0 < X < 1 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình 
Xét với 0 < X < 1 


Khi đó chia cả hai vế của phương trình cho Vx ta được phương trình 




/ 1 1 M-V = 1 

Đặt u = ị 11 + — ;v = . 4 1— khi đó ta có hệ phương trình 1 <»<; 

\ X \ X \u +v =2 


u-V = 1 


ịú' +v 2 ) -2 U 2 V 2 = 2 


u-V = 1 


<?>{(, ,2 „ \ 2 „ , 

Ị(m-v) + 2wvj -2u V 


ịu-V = 1 

2 =2 Ì2m 2 v 2 + 4mv-1 = 0 


<=> < 


u =v + l 

uv= . l+ ệ >ữ Q1 l 

2 




Vó 


-3 + 1 


V = ■ 


<=> X = - 


1 Vố 



— -3-1 

V 2 

tl 

4 ^l 


Vẽ> 


-3+1 


-1 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 


Giải các phương trình, bất phương trình sau: 


1 . 1 . 



1 


1.2. V^5(W-VV^5) 3 -2 = 0 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.3. ị[x - \[x 2 -1 + \lX + Vx 2 -1 = 2 

1.4. Vx+7 - Vx = 1 

1.5. ị/2-x =ỉ-yjx-ỉ 

1.6. (x + 5)Vx + l + l = -\/3x + 4 

1.7. V3x--2 + Vx-ĩ -4x-9 + 2yÍ3x^-5x + 2 

1.8. y[x^+2x + \Ì2x-ĩ = yỈ3Ỉ^4x+ỉ 

1.9. V5x 2 - 14x + 9 - Vx 2 - X - 20 = 5>/x +1 

1.10. lj3x-l +(4x-l)yjl-x = 32 

1.11. (9x-2)V3x-l + (l0-9x)V3-3x-4V-9x 2 +12;t-3 = 4 

1.12. (2x-6)\/x + 4 - (x-5)V2x + 3 = 3(x-l) 

1.13. Vóx 2 - 40x +150 - ^4x 2 - 60x +100 = 2x -10 

1.14. Jx 1 -2x-l + ịJx ĩ -ỉ4=x-2 

1.15. 2 Ị 2 V 1 + X 2 -Vl-X 2 Ị-Vl-X 4 = 3 x 2 +1 

1.16. Vl-X 2 + Vữ + Jt^ĩ + Ư :: x-1 = 0 

1.17. 2(x“ + x-l) + 2x 2 + 2x = 3 + V 4x + 5 

PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẨN PHỤ ĐƯA VÈ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 
Phươns pháp: 

Khi gặp các phương trình có dạng 

(i) . ax 1 +bx + c = (mx + n)sỊpx + q 

(ii) . ax + bx + c = (mx + n) ^ px 2 + qx+r 

(iii) . ax 3 + bx' +cx + d = ( mx + n ) ax' + qx’ + rx + ,y 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Ta thường đặt 


■>J px + q = t 
sj px 2 +qx + r = t 
ax 3 + qx 2 + rx + s = t 


và chuyển phương trình về dạng 


ai ~[mx + n)t + g(x) = 0(*) 

Việc bây giờ của chúng ta là giải phương trình (*), tức tìm a sao cho biệt thức A là số chính 
phương. 


BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải phương trình : ( Jt +1 )\l X 2 -2x + 3 = X 2 + 1 


Lời si ái i 

Đặt t = \lx 2 - 2x + 3 , khi đó phương trình trở thành 

(* + l)t = X 2 +1 <=> (.ử - 2jc + 3)-(jr + l)í+ 2*-2 = 0 <=> t 2 -(*+ l)í+ 2;r-2 = 0(*) 
Phương trình (*) có À = (x-3) 2 , nên (*) có hai nghiệm 


t = 2 

_ <z> 

t = x-ì 


\lx n - 2x + 3 
\lX 2 -2x + 3 


<íí> X = 1 ± V2 . 

= x-ỉ 


Bài 2. Giải phương trình : X 2 + Ị 3 - yỊx 1 +2 j X = 1 + 2-s/x 2 + 2 
Lòi si ải: 

Đặt t = Vx 2 +2 , khi đó phương trình trở thành : 

X 2 -(x + 2)í + 3x-l = 0 <s> at 2 -(x + 2)í + X 2 +3x-l-a (x 2 + 2 ) = 0 

<^>at 2 - (x + 2)í + (l-a)x 2 +3x-l-2a=0 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Phương trình này có biệt thức A=V4ơ 2 -4a + l)x 2 +(4-12a)x + 4a(l + 2a) + 4 = 0, nhận thấy 
a = 1=> A = (x“4) 2 . 

Vậy phương trình ban đầu tương đương với 


(x + 2)í-3-3x = 0<íí> 


t = 3 
t = x — l 


<=> 


Vx 2 + 2 = 3 
Vx 2 + 2 = X-ỉ 


<=> X = ±Vv . 


Bài 3. Giải phương trình : 4Vx + 1 -1 = 3x+ 2\Jl-x + Vĩ— j 


LỪẼ giải: 

Điều kiện : -1 < X <1 . 

Đặt t — yịĩ—x , khi đó phương trình trở thành : 4Vx + l = 3x + 2t + r~J\ + X +1 
<»-í 2 +(Vx+ĩ + 2)f + 2x-4Vx+ĩ + 2=0 (*) 

Phương trình này có biệt thức A = ịĩy/x + l - 2 Ỵ , do đó phương trình (*) có hai nghiệm là 


= 2>/x + l 

= Vx +1 -1 


y/l-x = 2sJ x + l 
Vl-x = Vx + 1 -1 


V = - — 

5 

r = + Vặ 

2 


3 , s 

Vậy phương trình có ba nghiệm là X = -^-;x = ±-y- 


Bài 4. Giải phương trình : 


I 2 7 T V + 2 x — 3 x +1 

Vx -X +1 =-^— - 

X 2 + 2 


Lời giải: 

Phương trình đã cho tương đương với: 

/— - X + x~ —2x + (x —x + lì 

Vx 2 -X + 1=-- 1 

X 2 + 2 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Đặt / — v.t’ — A +1, khi đỏ phương trình trở thành : 

ị^x~ + 2^ t = X + X — 2x + 1 < a> t — ^ X + 2 ) t + X + X — 2x = 0 

Coi đây là phương trình bậc hai với ẩn là t, ta có 

A, = (x 2 + 2Ỵ -4-Ịx 3 +x 2 -2xJ = (x 2 —2x — ÌỴ 


Từ đó suy ra: 


t = x -X 
t = X + 2 


*x* Với f = X 2 -X <=> Vx^-Ãh-Ĩ = X 2 -X <=> f = r -1 <=> f = ìúlẨẾ. 


>0 


1 + V5 2 . , f 1 + V5^ 


/2 77 1 + V ^ 2 , , 1 

<=>Vx-x + l = ——— <=> X - X + 1 = 


V 2 y 


<=> 2x 2 -2x-Ịl +V 5 j = 0 


<=> X = 


I + V 3 + 2 V 5 


1 —- í X > -2 

♦♦♦ Với t = x + 2 vx 2 -x + 1 = x + 2 „ <=>x = - 

Ịx 2 -x + 1 = (x + 2) 


Vậy phương trình có ba nghiệm : X = “, X = —— 3 / 3 ^- 2\Í5 



Lòi giải: 

Điều kiện 2 x 2 — 1 > 0 

I - 2 - 1 , 

Đặt t = V 2x 2 -1 => X 2 = —— và phương trình được đưa về dạng 

3 3 

(3x + l)t = 5x 2 + ^x-3 <=> mx 2 + (5-m)x 2 +-^-x-3-(3x + l)í = 0 
f 2 + i 3 

<=> m— — —f (5-m)x 2 +^x-3-(3x + l)t = 0 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


m t - + (5-m)x~ —(3x + l)ỉ x-3+^ = 0(*) 

Coi (*) là phương trình bậc hai ấn t, tính delta: 

2 ^ T 3 m 2 ' 

A = (3x + l) -2m [5-m)x 2 +-~x-3 + ~r là số chính phương, tìm được m = 4. 

V 2 2 j 

Các bạn tự giải tiếp nha! 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Giải các phương trình, bất phương trình sau : 


1.1. 

(4x-l)Vư +1 = 2x 2 + 2x + \ 

1.2. 

1 2 X + 2x — 3x +1 

\jx — JC + 1 =--—- 

X 2 +2 

1.3. 

4x 2 -lx + Xsj5 + x-2x 2 =1 

1.4. 

X + [2x + 3)^3x 2 +6x + 2 = 6x + 5 

1.5. 

X +( y 2x + 3)sj3x 2 +6x + 2 = 6x + 5 

1.6. 

[3x-5)yj2x 2 - 3 = 4x 2 —6x + l 


PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 

Phương pháp: 

Sử dụng tính đơn điệu của hàm số : 

Giả sử biến đối phương trình về dạng f(x) — f(t) (*), trên miền xác định D xét tính đơn điệu 
của hàm số f(t). Neu /(í) đồng biến hoặc nghịch biến trên D thì phương trình (*) tương đương 
với x = t. 
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PHƯƠNG TRÌNH VỎ TỶ 

Dùng bất đẳng thức đánh giá( Các bất đẳng thức xem Chuyên đề GTLN-GTNN và 
chúĩis minh bất đẳng thức). 


BÀI TẬP MẢU 


Bài 1. Giải phương trình ị/x-l + ị/x + s = -X 3 + 1 


Lời giải: 


Với X > 0 thì vế trái lớn hơn 1, vế phải nhỏ hơn 1 
Với X < 0 thì vế trái nhỏ hơn 1, vế phải lớn hơn 1 
Nhận thấy X = 0 là nghiệm của phương trình 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 0 


Bài 2. Giải phương trình \Ị3x° + ÓX + 12 + V5x 4 -10x 2 +9 = -2x(x + 2) + 3 


Lời giải: 


VT = yj3x 2 + 6x + 12 + V5x 4 -10x 2 +9=^3(x + l) 2 +9+^5(x 2 -l) 2 +4>V9+V4=5 
VP = -2x(x + 2) + 3 = -2(x + 1) 2 +5<5 


Vậy phương trình có nghiệm khi và chỉ khi VT = VP = 5 


(x-1) 2 =0 


<=> < 





X = 1 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 


Bài 3. Giải phương trình sau: (2x + l)Ị2 + ^4x 2 +4x + 4 

+ 3x 

2 + V9x 2 +3 

= 0 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Lời eitíi: 

Phương trình tương đương với 

(2x + ỉ)ị2 + yỊ(2x + l) 2 + 3 Ị = -3x|2 + - N /(-3x) 2 + 3 Ị <=> /( 2x + l) = /(-3x) (*). 

Ta xét hàm số /(?) = ?|2 + V? 2 +3 j liên tục trên R . Ta có 

/'(?) = 2 + yỊt 2 +3 + , r >0, suy ra /(?)đồng biến trên R. Do đó phương trình (*) tương 
V? 2 +3 

đương với: 2x + 1 = -3x <=> X = - -ì . 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 


Bài 4. Giải phương trình sau : \J6x + 1 = 8x 3 -4x-ỉ 


Lời si ải: 

Phương trình tương đương với 

6x +1 + ị/ỏx + l — ( 2x) 3 + 2x <=> /( 2x) = f(yj6x + 1) (*). 

Ta xét hàm số /(?) = ? 3 + ? lên tục trên R . Ta có /'(?) = 3? 2 +1 > 0, suy ra hàm số /(?) đồng 
biến trên R. Nên phương trình (*) tương đương với: 2x = ị/6x +1 <=> 8x 3 — 6x — 1 = 0. 

Giải phương trình bằng cách đặt X = cos t, ĩ e [ 0 , n\ , khi đó phương trình trở thành: 

2(4cos 3 ?-3cos?)-l = 0 <=> Cơs3? = ^ 


<=> 


3t = ị + k27ỉ 
3 

3? = -^- + &27r 
3 


<=> 


7T 

t = — 

9 

In 


t = 


t = 


9 

5ĩĩ 


n 

X = cos — 
9 

5 n 


X = cos - 


X = cos - 


9 

In 


Do là phương trình bậc ba nên có tối đa 3 nghiệm, vậy nên phương trình có ba nghiệm như trên: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Vậy phương trình có 3 nghiệm là 


; n 5n In 1 

X e < cos —, cos ——, cos — 1 
l 9 9 9 ị 


Bài 5. Giải phương trình sau : \j(x- 1) 1 - 2ịjx-l - (x - 5) Vx- 8 - 3x + 31 = 0 

Lời si ải: 

Điều kiện : X > 8 . 

Khi đó phương trình tương đương với: 

x-l + ^/(x-l) 2 -2 -n/x-Ĩ = ỊVx- 8 +lỷ +ỊVx-- 8 +lj 2 -2ỊVx-8 +lj 

Xét hàm số f(t) = t 3 + r - 2t, ta có / \t) = 3r + 2t - 2 > 0, Ví e [l, +go) . Nên f(t) đồng biến. 

Phương trình có dạng f(yjx- 1) = f(y/x -8 +1) <=> >/x —1 = Vx-8 +1 

Đặt w = y/x-ỉ , ta được phương trình : u - 1 = yỊu 3 -1 

<=> n 3 -u 1 + 2u -8 = 0 <=> [u -i)(u 2 + n + 4)=0<=>w = 2<íi>x = 9 


Bài 6. Giải bất phương trình sau : 3a/3-2x + . - 2x < 6 

V2x-1 


Lòĩ cừh : 

, 1 3 

Điều kiện : 2- < X < 4. 

2 2 

. . 1 -—— 5 _ (l 3 

Ta xét hàm số /(x)=3V3-2x+ -—- ~2x-6trên -2,^7 

V2x-Ĩ u 2. 


Ta có f\x) = 


-3 


V3-2x 


|V2x-l I 


- - 2 < 0, suy ra hàm số /(x) nghịch biến trên 


1 3 

2 ’ 2 


Nhận thấy /(1) = 0. Do đó bất phương t rìn h tương đương với: /(x) < /(1) <=> X > 1 . 
Ket họp với điều kiện ta suy ra tập nghiệm của bất phương trình là s = 


d 

2 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Bài 7. Giải phương trình sau : llx+2 + <JẲ + I = v' 2 . 1 1 ' I + \Ì2x 2 


Lời giỏi: 


Đặt u = ịỊx + l,V = y[ĩĩc , khi đó phương trình trở thành : 
lỊu + 1 + u = >/■ V 3 + 1 + V <=> /(w) = /(v) 

Ta xét hàm số f(t) = yjt 3 +1 +t, ta có / '(0 = — F = +1 > 0 nên /6) đồng biến, do đó 


phương trình tương đương với u - V <=> y/x +1 = \/2x 2 <=> I = IV1 = 


1 2jc “h 1 

Bài 8. Giải phương trình sau : T-log 2 (x + 2) + x + 3 = log 2 ——— h 

2 X 


1+1 


+ 


2\l X + 2 


LỪẼ giải: 

Điều kiện : X € 


ỉ 


1 


v _2 ’~2y 


u(0,+oo) . 


Khi đó phương trình tương đương với 


log 2 Vx + 2 - 2sjx + 2 + X + 2 = log 2 


( „ n 
2 + - 

-2 

r 0 

+ 

r n 
2 + - 

V 


l xj 




<=> 


f(yỉlĩĩ) = f 


í , n 
2 + - 

V 


(*) 


Xét hàm số /(/■) = log 2 t-2t + t 2 trên khoảng (o, + 00 ). 


Ta có / \t) = —+ 2t-2>2. 
Íln2 

tương đương với: 


■J | n 2 '^ ~ 2 > 0, nê hàm số đồng biến, do đó phương trình (*) 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


I -— „ 1 .,41 , „ ,. , 

VX + 2 — 2 H— <w > X + 2 — 4H-1 —— '\ = > X — 2x — 4x —1 = 0 

3±VĨ3 


X X 


<=> (x + l)(V -3x-l) = 0 <=> X = -1 

hai nghiệm là X = -1; X = ~^ + y^ 


—1 V X = - 


. So sánh với điều kiện suy ra phương trình có 


Bài 9. Giải phương trình sau : 

-\/ X 2 + "\/ H“ 6 ^ 

to 

* 

1 

1 

u> 

= 4 


Lời si ái: 

Điều kiện : X > Ậ . 

2 


Để phương trình có nghiệm thì y/lx — ỉ -3>0<=>x>5. 

Khi đó xét hàm số f{x) = ỊVx + 2 + Vx + 6^V2x-1 - 3 j trên khoảng (5,+oo). 


Ta có f\x) = 


} + } ( sỊlx-l - 3 ) + + ^ x + 6 > 0 , nên hàm số đồng biến 

2\lX + 2 2vx + 6 ' \J 2x-l 


trên ( 5 , + 00 ) . Nhận thấy /(7) = 4, do đó phương trình có nghiệm duy nhất X = 7 . 


Bài 10. Giải phương trình sau : 2yjx—l + 3^5-X + 3x 2 — 30x + 71 = 0 


Lòi giỏi: 

Điều kiện : 1 < X < 5 . 

Khi đó phương trình tương đương với: 

2 VX-T+ 3 V 5 --X =-3(x-5) 2 + 4<4 (1) 

Xét hàm số /(x) = 2\J X -1 + 3\j5 - X hên tục và xác định trên [ 1 , 5 ]. Ta có 
2 V 5 --X - 3Vx-T 29 

/(*) = . , =>/'(*) = 0^>x=fr. 

VX-1.V5-X 13 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Ta lại có /(1) = 6, /(5) = 4, / 


' 29 ^ 

Ã 


2>/Ĩ3=>mịn/U) = /(5) = 4(2) 

TE 1,5 


Từ (1) và (2) ta suy ra x = 5. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 5 . 


Bài 11. Giải phương trình sau : 4\lx + 2 + V22 - 3x = X 2 + 8 


Lời giải: 

, __ 22 
Điêu kiện : -2<X<^Z~. 

3 

Khi đó phương trình tương đương với: 

4(Vx + 2-2) + (V22-3x-4) = ;r-4 

o T 1 " 2 ) 3(2-,) = (jc _ 2)(x+2) 

Vx + 2 + 2 V 22-3X + 4 v ' v 7 

( 4 3 

o(x-2) x + 2— ^-1 - + - = 

v \ Vx + 2 + 2 V22-3X + 4. 


<=> 


x = 2 

4 3 

v + 2—p=-+ ,-= .= 0(*) 


yỊ X + 2 + 2 a/ 22 — 3-t + 4 

^ „ 4 3 

Xét hàm sô f(x) = X + 2 — , —- + , -, ta có 

•V-T + 2 + 2 V 22 — 3x + 4 


/'(*) = !+ 


_2_ _9_ 

V^+2(V^+2+2) 2 V22-3x(V22-3x + 4) 2 


> 0, Vx € 


- 2 : 


22 


Nên hàm số đồng biến trên 


- 2 ’f 


Nhận thấy /(-1) = 0, do đó phương trình (*) có nghiệm duy nhất X = -ỉ . 
Vậy phương trình có hai nghiệm là X = -1; X = 2. 


264 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 









































Bài 12. Giải phương trình sau : V A + 2 + V3 — X — x~ — X + 1 . 

Lòi giải : 

Điều kiện : -2 < X < 3 . 

Xét hàm số /(x) = \Jx + 2 + V3-x -X 2 +x -ỉ trên đoạn [-2,3]. 

Ta có / \x) - , - , - 2x +1; /"(x) =- . - 7 -2<0. Do đó hàm 

2sJx + 2 2V3-X 4^/(x + 2) 3 4^(3 -x) 3 

số /'(*) nghịch biến trên (-2,3), do đó phưong trình f(x) = Ocó tối đa 2 nghiệm. Nhận thấy 
X = 2; X = -1 thỏa mãn phưong trình. 

Vậy phưong trình có hai nghiệm là X = -1; X = 2. 

Nhân xét: 

Bài toán này có thế giải bằng phưong pháp trục căn thức 


Bài 13. Giải phưong trình : Vx = (1 - x) 3 +1 

Lòi si ải „• 

Điều kiện X > 0 . 

Xét hàm số f(x) = Vx-(l-x) 3 -1 trên đoạn [o, +00) . 

1 2 

Ta có f '(x) — +3(l-x) > 0, Vxe (0,+oo) . Do đó hàm sô đông biên trên đoạn [0,+oo). 

2 vx 

Vậy nếu phưong trình /(x) = 0có nghiệm thì đó là nghiệm duy nhất, nhận thấy /(1) = 0. Vậy 
phưong trình có nghiệm duy nhất X = 1 . 


Bài 14. Giảiphưong trình : 13 yjx 2 -X 4 +9Vx 2 + X 4 =16 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Lời giải : 

Điều kiện : |jc| < 1 

Khi đó phương trình tương đương với: 

X 2 ịl3yjl-x 2 + 9\ll + x 2 j 2 = 256 

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy sharvart ta có 

ịì3yll-x 2 + Wl + X 2 j 2 =ỊVĨ3.VĨ3Vl-x 2 + 3 V 3 .V 3 V 1 + X 2 j 2 
<(l3 + 27)(l3(l-x 2 ) + 3(l + x 2 )) = 40(l6-10x 2 ) 

= 256 = VP 


Từ đó suy ra VT < 40x 2 (16 - 10.T 1 ) < 4 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ 

Vl + v 2 


16 

V 2 y 


VT7=■ 


3 <=> X = ± 


2 V 5 


lO.r =16-Khử 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = ± 


V5 ' 


Bài 15. Giải phương trình \lx 4 - 5x 2 + 4 + 2x = V 4x 4 -16.Ử + y/x 2 -1 


Lời giải; 


Điều kiện X > 2; X < -2 

Với X > 2 phương trình tương đương với 

^(x 2 _ l)(-T 2 -4j +y[Ăx 2 =^4x 2 ịx 2 - 4 ) +Jx 2 -1 
Oyịx 2 -4ị-yjx 2 -l-y/4x ĩ ) + y/4x ĩ -yỉx 2 -l=0 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


■»Ị%/ĩt ĩ -VV--lỊỊVj: 2 -4-lj = 0c*x = V5 >2 

Với X < -2 khi đó phương trình tương đương với 

,J(x 2 - l)(v 2 - 4 ) -V4X 2 = ^4x 2 (x 2 - 4 ) + Vx 2 -1 
<=> Vữ-ìỊVx 2 -4 -iỊ=V4ỮỊVỮ- 4 +iỊ (*) 

Dề thấy với X < -2 thì vế phải lớn hơn vế trái, hay phương trình (*) vô nghiệm 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = V5 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các phương trình, bất phương trình sau : 


1.1. 

V4x-1 W4.ử-l=l 

1.2. 

Ị 3 + 4 V* 2 + l|(4x + 15) = 16 

1.3. 

hW5-4+J l- J y>- 

V X V X X 

1.4. 

^X 2 - 2x + 3 -\lX 2 -6x + ỉl > \l3-X - \lx-ỉ 

1.5. 

sl 2x 2 + 12x + 6- V2x-l>x + 2 

1.6. 

^6(2-x) + 2^2(3-x) =6 slX 2 -5x + 6 

1.7. 

2x + 3 = X 2 + (x-l)-\/3x 3 +3 

1.8. 

sj4x 2 -l + y/4x-l =y/l-y/4x-l +l-y/4x 2 -1 


PHƯƠNG PHÁP LƯỢNG GIÁC HÓA 
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Khỉ gặp một số bài toán mà biểu thức chứa căn thức, ta thường đối biến sổ dưới dạng lượng 
giác như sau. 

+ Nếu có chứa VíT -X 2 thì đặt X = a sin t hoặc x = a cos t. 

+ Nếu có chứa ylx 2 -a 2 thì đặt X = —— hoặc X = -ị—. 

cos t sữư 

+ Nếu có chứa X 2 + a hoặc Vx 2 +a 2 thì đặt X = a tan t. 


+ Nếu có chứa , x + a thì đặt X = acos2í . 

V a - X 

+ Nếu có chứa ^(x-a)(z?-x) thì đặt X = a + {b-a) sin 2 1. 


BÀI TẬP MẢU 


Bài 1. Giải phương trình 


: sll + sll-x 2 Ụ(ỉ + xf -^(l-x) 3 Ị = 


2 V 3 | 1-x 2 


Lời siải: 


Điều kiện : |x| < 1. 


Với -1 < X < 0 thì -^(l + x) 3 - ^(l-x) 3 < 0 => VT < 0 ,VP > 0, do đó phương trình không có 
nghiệm trên [-1, 0 ]. Ta xét nghiệm của phương trình X G [ 0 , 1 ] . 


Đặt X = cos t,t e 


*! 


, khi đó phương trình trở thành : 


V 1 + \f\-cos 2 t Ị-J(l + cosr) 3 --^(l-cosí) 3 j = + 


cos 2 t 


<=> Vl + siní 


V2cos— - V2sin — 

V 2y 


3X 


2 V 3 . Vã . . 

—— + —— sin t 
3 3 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


<=> 


2V2 


.t t 

sin — + cos — 

V 2 2j 


í . í 
cos — - sin — 

V 2 2y 


( 


1 + 

V V 


. "\ 


2V6 




<=> 2vồcost 


1 , 1 . . 

1 + — sin í 
2 




t . t 
cos —.sin — 

2 2yy 

1 


2V3 , s , 

—7—+— —sin í 
3 3 


„ . . . .. . 1 
= 2 + sin t <=> cos t = —j= <=> X = —j= 

vỏ Vỏ 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = —Ị= . 

V 6 



Lời giải: 

Điều kiện : |x|<l,x*±Ậ. 

11 2 

Ta đặt X = cosf,í G [0;7r],f 


Khi đó phương trình trở thành : 

Vl-cos 2 ? = C ° n S t —- <=> sin t (4 cos 2 1 - lì = cos t <íí> sin t í 3 - 4 sin 2 tì = cos t 

4cos 2 1-1 17 v 7 


<=> sin 3í = cos t = sin 


V 

-~-t 

V 2 y 


<=> 


3t = ^--t + kln 
2 


3 t = n — 


(n 3 
-f-t 

V 2 y 


<=> 


+ &27T 


7T k7T 

í =_+_ 
8 2 

t = — + kn 
4 


So sánh với điều kiện của t, suy ra X = —, —, — 

8 8 4 


5tt tt 

Vậy phương trình có ba nghiệm là X = cos —; X = cos ——; X = cos —. 

8 8 4 


Bài 3. Giải phương trình : V 

'l + 9 

'ỉ-x 2 — X 

1 + 2 V 

'l-x 2 ' 



Lời giỏi: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Điều kiện : |x| < 1. 

Để phương trình có nghiệm thì X > 0 , do đó ta chỉ xét nghiệm phương trình X 


Ta đặt X = cos t,t e 




, khi đó phương trình trở thành : 

a/i + VỮ-~eos 2 f = costịl+2\ll-cos 2 t j <=> Vl + shư = cost(l + 2shư) 
<=> 1 + shư = cos 2 í(l + 2shư) <íí> (l + shư)(l-(l-shư)(l + 2 sin í)) = 0 

l-(l-shư)(l + 2 sin í) = 0(*), do te 




Phương trình (*) tương đương với: 


2sin í- sin í = 0 


sin t = 0 

. . 1 « 

sin t = — 


X = 1 


X = 




BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Giải các phương trình, bất phương trình sau : 


1.1. 

! + 2WƯT =1 _ 2xÍ 

1.2. 

ịyjl + x -ljỊVl- X + lj = 2x 

1.3. 

2 yỊa + x-sỊa-x = ^a-x + yjx(a + x) 

1.4. 

■\J 3 + x - V 6 — x- s j(3 + x)(6 — x) = 1 

1.5. 

X 3 - 3x = \lx+ 2 

MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH DẠNG ĐẶC BIỆT 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Dang 1: a.A(x) + b.B(x) = ^A(x).B(x) . 

Phương trình này được giải bằng cách chia hai vế phương trình cho A(x) hoặc B(x) ^ 0. 
Dang 2: au + f3v — \lmu 2 + nv 2 . 

Phương trình này được giải bằng cách chia hai vế phương trình cho u hoặc V 0. 

Dang 3 : aỰ(x)Ỵ + /3 = ỵ!{lag(x) + b ta đặt tỊjag(x) + b = f(y ) và đưa về giải hệ đối xứng. 


BÀI TẬP MẢU 


Bài 1 . Giải phương trình sau: 2 [X 2 + 2j = 5\l X 3 +1 


Lòi giải: 

Điều kiện: X > -1. 

Khi đó phương trình tương đương với: 2(x 2 -X + l) + 2(x + l) = 5Ậx + l)ịx 2 -jc + l). 

Nhận thấy X = -1, không là nghiệm của phương trình, nên chia hai vế phương trình cho ( X + 1) 
ta được: 

- X -x + ỉ . _ _ X 2 -x + ỉ ... . X 2 — X ~t~l , v , 

2—- —7 -1-2 = 5. -— 7 — (*), đặt t = Ạ— -—;— >0, khi đó (*) trở thành: 

x+1 V x+l V x+1 


2r +2-5t = 0<^> 


t = 2 

1 <=> 
t = 

2 




X - X +1 


x + 1 


= 2 


<=> X = ■ 


5±V37 


X-x+l 1 


Vậy phương trình có hai nghiệm X = 


X +1 2 

5±V37 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 



Lời 2iải: 

Ta CÓ ^x 4 + x 2 +1 = Jịx 2 +lj" -X 2 = ^Ịịx 2 + X + Ý)(x 2 -X + Ý) 

\a + Ị3 -1 la -2 


Giảsử x 2 -3x + l = a(x 2 -x + l) + fi(x 2 + x + l)<^Ị „ O-T 

1 ' v ’ \-a + /3=-3 \p = -1 

Kh i đó phương trình trở thành: 

VI 


-2ự- - x+ 1)+ ự +. 1 +1)=—x/ỮTTĩỊỮTTkỉ) 


Đặt u = \lx 2 - x + 1, V = \lx 2 + X + 1 , khi đó phương trình trở thành: 


-lu 1 + V 2 = ———uv <=> 




u ——— V 
2 


u + —— V 

3 


= 0 


<=> 


u = ——V 
2 

u =--V 

3 


<s> 


\lx 2 -x + l = \lX 2 + X +1 


'ix' ~x + 1 =-2 VX 2 + X +1 

3 


<=>*=- 


7±3V5 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 


7±3V5 



Lời siải: 


Điều kiện: x> - — 


2 i 1 

Khi đó phương trình tương đương với: JVĩr+T = (3.r-4) 2 -2*--y (*) 


11 


Đặt y[Ãx + ì = 3y-4, y>-^-, khi đó kết hợp với (*) ta có hệ phương trình: 
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(3 V - 4) 1 =4x + l 


ư- 4 ) 2 =|(3 y-4) + 2x + j 


<=> 


(3y-4) 2 =4x + l 
( x-y)(9x + 9y-22) = 0 


<=> 


(3y-4)=4x + l 
x = y 

9x + 9y - 22 = 0 


..X 14 + Vól 12 — -\/ 5 3 

Giải hệ này ta được các nghiệm thỏa mãn điêu kiện là X =-— 1 —; X =-—-— 


Bài 4. Giải phương trình: yị'.3x-5 — 8x 3 -36x 2 +53x-25 


Lời si ải: 

Phương trình tương đương với: \l3x-5 - (2x-3) 3 -x + 2 (*) 

Nên ta đặt \l 3x-5 = 2y -3 (**), kết hợp với (*) ta có hệ phương trình: 

(2y-3) 3 =3x-5 
(2x-3) 3 = x + 2y -5 

Trừ theo vế hai phương trình trong hệ ta được: 

2(x- y)Ị(2x-3) 2 +(2x-3)(2y -3) + (2y -3) 2 Ị = 2( y -x) 


V = y ự) 

(2x-3) 2 +(2x-3)(2y-3) + (2y-3) 2 +ỉ = 0(ii) 
Dễ thấy phương trình (ii) VÔ nghiệm, do 


(2jc- 3) 2 +(2x-3)(2y-3) + (2y-3) 2 +1 


( 1 Y 3 , 

2x-3 + 2-(2y-3) +l+^(2y-3) >0 

V 2 J 4 


Thay x = y ở (i) vào (**) ta được: 


(2x-3) 3 = 3x-5 <=> (x-2)(8x° - 20x + ll) = 0or = 2vr = 


5±V3 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Giải các phương trình, bất phương trình sau: 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1 . 1 . 2x 2 + 5x-l = 7\JX 3 - ỉ 

1.2. X 3 -3x 2 + 2-^(x + 2) 3 -6x = 0 

1.3. 2(x 2 -3x + 2) = 3V* 3 +8 
Đáp số: X = 3± VĨ3 

1.4. -\/3x + 4 = X 3 + 3x 2 + X - 2 

1.5. 2x 3 - X 2 - 3x +1 = Vx 5 + X 4 + 1 


1.6. 1/81X-8 = x 3 -2x 2 +ịx-2 

3 

1.7. X 2 -2x = 2\l2x - 1 

1.8. 2x 2 - 6x -1 = V4xĨ5 

1.9. 8x 3 - 4x -1 = a/óxTĨ 


1 . 10 . 

1 . 11 . 

1 . 12 . 

1.13. 

1.14. 


7x 2 -13x + 8 = 2x 2 3^x(l + 3x-3x 2 ) 


2(x 2 +2x + 3)<5Vx 3 

8x 2 -13x + 7 = íl + —^ 
V X) 

+ 5x 2 + 3x + 2 

^(x + l)(2x-l) + x 2 -x-1 

x 3 -^6 + ịj6 + x =6 
1oVx 3 +1=3(x 2 +2) 



Đặt M = Vx + l, V = -\/x 2 -X + 1 


Đáp số X = 5 ± V 33 


1.15. 1oVx 3 +8 =3(x 2 -x + 6) 


_ 11 +VĨ77 

Đáp sô: X =- ị - 


1.16. yj X 1 + 2x + V 2x — 1 = Vĩx 2 +4x +1 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Đáp số: X = 


1 + V5 
2 


BÀI TẬP TỒNG HỢP 

Giải các phương trình, bất phương trình sau: 

1. X 2 + 3x + l = (x + 3 )\lx 2 +1 

2. V 4 - 3 V 10 - 3 I =x-2 

3. x-yjx -1 -(x-l)Vx + \l X 2 -X =0 

4. V4x-l + V4x 2 -l=l 

5. -\/x +Ã/* 2 - X +1 -Vv + 1 + Vx 2 + X + 1 =1 



7. Vx > l + -\/x~ĩ 

8 . (x-l)V2x-l<3(x-l) 

9. 4a/x + -7= <2x + -7- + 2 

Vx 2x 

10. X 2 -1 < 2xsl X + 2x 

11. X -1 > x|Vx - 1 - Vx j + A Jx 2 - X 

12. (4x-l)Vx 3 +l<2x 3 +2x + l 

13. \lx 2 -2x + 3 -slx 2 -6x + ll > \l3-x —yfx—ĩ 

14. Vx-1 + sjx 2 -1 > (x + l)(3-x) 

15. VxTĨ < 1 - 2x + X 2 - X 3 

16. x-síx^-l +^lx + sjx 2 - 1 <2 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


17. yjx- 2y[x-ĩ + yl x + 3~4yjx~ỉ = 1 

18. V l — x -\l6-x--J-5-2x 

19. yJx+6+x 2 -1 -yịx-ỉ 


20 . 


21 . 

22 . 


23. 


24. 

25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


(x 2 -4x)x/2x 2 -3x-2>0 

\lx+ 1 _ 1 

Vx+1-V3-X 2 

X 2 - 4x + 3 = Vx + 5 

X 3 + X 2 -3x - 1 = 2\jx + 2 , xe [-2,2] 

X 4 + 2x 3 + 2x 2 - 2x + 1 = (x 3 + x) ]Ị~~~ 


X + \J 4-x 2 =2 + xyỈ4-x 2 
V 3x 3 + 2x 2 +2 + V- 3x 3 + X 2 + 2x -1 = 2x 2 + 2x + 2 
2yj2x-ỉ = 21X 2 - 21X 2 +13x - 2 


|x 9 -9x 2 +1 , , 

ìj—3— = 

X — 1 + a/ X +1 + -s/2 — X — X” + 's/ỉ 


\lx 2 - x + 2 \lx 2 + x _ 2 

1 + V-x 2 + X + 2 1 + V-x 2 - X + 4 


-1 


2012' Ịx/x 2 +1 - xj = 1 

2x 2 sin X + xcos X + ỳ 2x + l = X 3 - X 5 + X +1 
2 i y(2-x)(5-x) = X + A y(2-x)(l0-x) 

(x-3)a/x 2 -4 < X 2 -9 
Vx 2 -16 r—r 5 

/ = +VX-3> 7 

VX-3 Vx-3 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


36. ^pjEZ <1 
l-x 


37. ? --—h -\J X +1 — V-Ư — X +1 + ■\J x + 3 

V x + 3 

38. Vt 2 -2 = V2-JC 3 

39. 13Vx-ĩ + 9a/* + 1 = 6x 

40. -J5x-Ĩ + y/9-x = 2x 2 +3x-l 

41. (x - 2) V X -1 - V2x + 2 = 0 


42. 2x + 


x-1 


1 


1 


v =\ ỉ -- v +3 \ x -- v 
X \ X \ X 


43. \fx + ^Jx( 1 - x) 2 + yịợ-xý = y/ỉ-x + yỊx 2 (1-x) + -s/x 2 

44. -v/x + 1 - ịl~x-ĩ = yjx 2 -1 

45. ljx 2 +4 + \lx-l + 2x-3 

46. Vx 2 + 15 + 2 = 3 VĨWx 2 +8 

47. Ulx + ỉ-ỳx 2 -x-s-ỳx 2 -Sx + Ỉ =2 

48. \j3x + ỉ+ ịl5-x + ị/2x-9-ỳ4x-3 =0 

49. ^y/x -1 + X 2 = (1-Vx) 2 

50. 1 + ^-Vt-x 2 = VÃ + -s/l-V 

3 

51. V2jt + l + V3-2jE = (2jí ~ 1)2 

2 


52. + 2x -1 - 3 x^Ịx - — = 0 

53. 2(jt 2 -3jt + 2) = V* ĩ +8 


54. V4jc + 1-V3jc-2 = 


x + 3 


277 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 



















































PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


55. 2\j3x + 3 = X 2 + 9x + 20 

56. V 2x 2 + 1ÓX + 18 + Vx 2 -1 = 2x + 4 

57. yJx-2 + \ỊA-x = X 2 -6x +11 

58. V 2x 2 +13 = 4x - 2 + V 2x 2 + 7 



60. X 2 + Vx* 


2x + x 2 
1 + x 2 


- X 2 = 2x +1 


61 . V 2x 2 + x + l+ Vx 2 -x + l=3x 

62. 3x 2 + 7x + 8-(4x + 2) Vx+~8 = 0 

X + 2 + Xyj2x +1 Ị ~~z 

63. - 1 — = V X + 2 

X + V 2x + 1 

64. ỊVx + 3 -Vx-1 |Ịx 2 + \lx 2 +4x + 3 j = 2x 


65. 25x + W9x 2 -4 =- + 4^7 

X X" +1 


/—-- X 2 +1 (x +l) 

66. Vx 2 +l+^-^= y, ư 

2x 2x(l-x 2 ) 

67. 10x 2 +3x + l = (6x + l)Vx 2 +3 

68. x 2 a/x + (x-5) 2 V5--X = 1 l^Vx + >/5 - X ì 

69. 15x 2 + 2(x + 1)Vx + 2 + 5x-2 = 0 

70. 2x +1 + xVx 2 + 2 + (x +1) Vx 2 + 2x + 3 = 0 

71. X 3 +3x + 4 = 4xV X + 3 

72. V 2x 2 + 2x + (x-l) Vx = x + 1 

73. 4Vl-x-6 = x-3y/l-x 2 + 5 Vl + X 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Ị X + X +1 

74. 2,1 


2 , _ 2 

+ x -4 = —p== 

•vx+ĩ 


x + 4 


75. 4 + 2 VI-X = -3x + 5Vl + x + Vl-x 2 

76. 2\lx 2 -7x + 10 = X + Vx 2 -12x + 20 

77. (x + 4) 2 -6>/x 3 +3x =13 

78. X 3 + 6x 2 -2x + 3 = (5x-l)Vx 3 +3 

79. X 2 + x-1 = (x + 2 ) \lx 2 -2x + 2 

80. V V 2 +X — 6 + 3Vx-l — V 3x" -6x + 19 = 0 

81. (x 2 -6x + 11)VT^Ĩ = 2(x 2 -4x + 7)V^ 



1 — X 


83. X 3 + 3x 2 - 3\j3x + 5 — 1 - 3x 

84. yjx 2 +4 = Vx-Ĩ + 2x - 3 

85. yjx 2 -1 + V3x 3 - 2 =3x-2 

86. (VĨ+^-l)(VĨ^ + l) = 2x 

87. Vx 2 + X -1 + V-x 2 + X +1 = X 2 - X + 2 

88. 3 Ị V2x 2 +1 -1 j = X Ịl + 3x + 8 V2x 2 +11 

89. V2x + 4 -2\Í2^x = ] 2x ~ s = 

V9x 2 +6 

90. Vl-X 2 +2ìh-x 2 =3 

91. V 4x 2 + 5x + l-2Vx 2 -x + l=9x-3 


l-2x 
l + 2x 


l + 2x 
l-2x 


92. vr+2x + V1- 2x 


+ 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


V 8 + x 3 + Vỏ4 - X 3 = x 4 -8x 2 +28 


1 1 

r n 

, 7t 

II 

1 1° 

(N 

X + — 

ự X 



Vx-1 + Vx 3 +X 2 +X + 1 = 1 + V X 4 -1 

2x+— = Jĩ^ĩ + 3 Ịx^Ĩ 
X V X V X 

x + y/x-1 > 3 + yj2(x 2 -5x + 8) 


98. 


99. 


x+— + -sỊl-x 2 +.2 — \ =4 
X V X 

Vx 2 +2x + V2x-1 > V3x 2 +4x + l 


ơỉảỉ các phương trình, bất phương trình sau: 


1 . 1 . 

1 . 2 . 

1.3. 

1.4. 

1.5. 

1 . 6 . 

1.7. 

1 . 8 . 


-3x + l = \Js~3x 2 


"V 3 + 3x + -\/3 — X 4 


\Í3 + 3x — 3 — 


X X 


X 22 1 3 . 23 , 

r-^-3x 3 -3x 2 +^=l 

2 21 V 7 


r + x 2 + 4 - X+ Ự- x 


7^3x-7+(4x-7)V7-x = 32 

Hlx-K + ỹ —* 1 


= X 


fe 2 -3x + 3 -ỉlị-ị=ị 
V 3 4 2 

V2 + 2^<2|VT^ + .Ễ^Ị 

V3x + 1 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.9. X 3 - VxT2ÌĨĨjc--^- ln(x + 21nx) = 0 

1.10. 3x^2 + VVrV-3 j + (4x + 2)Ịl +Vĩ + X + X j = 0 

1 . 11 . 2(x-2)(V3x + 5 + 2V2x-5) = 3x-l 

1.12. X 3 -3x 2 + 2iJ(x + 2) 3 -6x>0 

1.13. 4Vl7x + 53-12x<(2Vx + 5+l) 2 +27 

1.14. Vl + X 2 + X 4 + X = Vx - X 3 

1.15. 2 Ị 2 V 1 + X 2 -Vl-X 2 )-Vl-X 4 = 3x 2 +l 

1.16. V20x 2 + 8 ŨX + 15 < 2x + l + 4V3x + 5 

1.17. vv + 3 X 2 + V-x = x 2 -2x 

1.18. 2x + 1 + xVx 2 + 2 + (V + 1 ) Vx 2 + 2x + 3 = 0 

1.19. Vx-3 + X < ^Ịĩ^x^-õx^-ĩĩị + 5 

1.20. Vx 4 + 20 - Vx 4 +9 = X 3 -7 

1 . 21 . V-x 3 + 2 x + 2 > V-6 x + 4 

1 . 22 . (x 2 -6x + ll)VV^7ĩ = 2(x 2 -4x + 7)Wr2 


Giải các phương trình, bất phương trình sau: 


1 . 1 . V 3x 3 + 2x 2 + 2 + V — 3x 3 + X 2 + 2x — 1 — 2 ^ x~ + X +1 j 

1.2. 3x 3 - X 2 + 3 + slx 4 + 3x 3 +3=0 

1.3. Vx 3 - 2x + 5 + V24x - 23 = 5 + 4 

3 

1.4. Vx 5 +x 3 +x < yjịx 2 +1)- -^jx 2 (x 2 -x + l) 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.5. X + X + 1 = (x + l)-y/9-x 2 


1.6. 8,p—Ư3>6V2x-3+^L= 

V X +1 Vx + 1 

1.7. ^8-x 2 + J^^ = 5-Ư^- 

V 2x X 2 

1 . 8 . V X + Vx 2 - 4x + 5 - ^2x +1 + a/4x : - 4x + 2 = X +1 

1.9. - X 2 + Vl - X 2 + ^--x 2 - Vl-X 2 = X +1 


1 . 10 . 

1 . 11 . 

1 . 12 . 

1.13. 

1.14. 

1.15. 

1.16. 

1.17. 

1.18. 

1.19. 

1 . 20 . 

1 . 21 . 

1 . 22 . 

1.23. 


^(x-l) 2 +-^(x + 2) 3 =x 3 +x-l 

X 4 - 2x 3 + X = ^2(x 2 -x) 

V4x 2 -1 + Vx = V2x 2 - X + V2x +1 
(Vx + 3 -\/x jỊVl-x + lj = 1 

(x + 2)VĨ - X > X 4 - X 3 + 5x - 2 

(4x 2 -10x + 7)|^/(6x-4) 2 --s/óx- 4 +lj =9 


vỏ(x 2 -3x +1) + \lx 4 + X 2 + 1 < 0 

ĩỤlx 2 +1 — lj = xịl + 3x+8yj2x 2 +ĩj 


r n 

X —— 

l 3 J 


X 2 + 3x + -^ = —X 
9 3 


V5x + 6 + Vx-1 =. 


Ị x +8 X +8 
X — 1 v5x + 6 


3(x 2 -x + l) = 8 yjx(x 2 +l) 

"s/l2x — 8 + v&x + 28 = \Ịlx~ + 22x + 40 
VxT 2 + v 5x + 6 + 2 v 8x+9 — 4x~ 

2x - 1 = -3Vl-x + Vl + X + Vl- X 2 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.24. y/x 2 -X- 6 + 3\[x - yỊôị^x 2 +5x-2 j 

1.25. Vx + Vl-X - 2^jx(ỉ-x) -2^x(l-x) = -1 

1.26. == -< 1 

Vi 4 + 3x 2 -2x 

Vx 2 -X-6 + 7\fx -^lỏịx 2 + 5x-2Ì 

1.27. - / v - -2- < 0 

x + 3-^2(x 2 +10) 

1.28. 15-y/x 3 + x -X 2 + Ỉ4yjx 4 +x 2 +1 

1.29. lxy/x + 2 = 12x + V22-3x 

1.30. ^/7x-8+l>(V2x-l-l) 2 

1.31. ^/24x-ll-16xV2x-l-l = 0 

1.32. X + Vx +3\j2x- X 2 =4+V2-x 

1.33. Vx 2 +x-1 + a/x-x 2 +1 = x 2 -x + 2 

1.34. 12Vx + 2 + 2 VxTT > 3(x + 5) 

1.35. V^ + </l7-x 2 =3 

1.36. 1 + X-2X 2 =V4x 2 -l-V2x + l 


„2 3V3 

1.37. 4x-x =- , 

1 +vx 4 - 8 x 3 +16x 2 + 1 

1.38. 4x 2 + 12xVxTĩ = 27(x + l) 

1.39. ựx+ĩ + ìhx 3 +l + l = ìl(x+l)lhx 3 +3 +xll3x 3 + 3 


1.40. X 2 = Vx 3 -X 2 + Vx 2 -. 


1.41. 2 V 2 


1 . * + l 

X --7 + —— 

I 2 4 


= \lx J +18x-7 


1.42. ^/1 -V7-X 2 +\Ị\Jl- Vx 4 -X 2 +1 = ị/x — 1 + lfx 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.43. 

1.44. 

1.45. 

1.46. 

1.47. 

1.48. 

1.49. 

1.50. 

1.51. 

1.52. 

1.53. 

1.54. 

1.55. 

1.56. 

1.57. 

1.58. 

1.59. 

1.60. 
1.61. 


(3x + l)V2x 2 -l =5x 2 +|x-3 

\l 4x 2 + 5x +1 - 2\lx 2 - X +1 = 9x + l 

(x + 3 )\l~x 2 -8x + 48 = 28 -X 

2 + Vx =^3 + Vl-X + -v/l-xj 

(x + 2)ị^Ỉ2x + 3 — 2y/ X +1 j + a/ 2x~ + 5x + 3 — 1 > 0 

yj 2x + 3 + VxTĨ = yj X" —1 lx + 33 + V3x — 5 
4x 2 + 3x + 3 = 4xVx + 3 + 2\l2x-1 

(l9 + 10x-4x 2 )Vx 2 +5x + 24+(62 + 25x-27x 2 )V3x 2 -x + l =0 





(V^+ĩ + 2) 3 =Vx 3 + 2 

(4x + 2)VxTT-(4x-2)Vx--T = 9 

5x 2 + 28x + 24 = (3x 2 + 4x + 8) ^Í2x + ỉ 

xVxTT = \Ỉ2x + 5 + X + 3 

Vx - 2 V 5x - X 2 + a/5 - X = 1 

V X X 

4x 2 -4x-10 = V8x 2 -6x-10 
Vx + 5 - >/9-7x - X 3 + 3x 2 + 5lx + 49 = 0 
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1.43. 

1.44. 

1.45. 

1.46. 

1.47. 

1.48. 

1.49. 

1.50. 

1.51. 

1.52. 

1.53. 

1.54. 

1.55. 

1.56. 

1.57. 

1.58. 

1.59. 

1.60. 
1.61. 









































PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.62. a/ 2x~ + X + 6 + '\l~x~ + X + 2 — X 4— 

X 

1.63. Vx 2 +x-6+3Vx-l = yj3x 2 -6x+19 

1.64. V4x 2 - X +10 + 2x = 3fc 2 - X 3 + V 9x 2 - 4x + 4 

1.65. Vx 2 - X +1 > 2x-1 + — 

X 


1 . 66 . 


1.67. 

1 . 68 . 

1.69. 

1.70. 

1.71. 

1.72. 

1.73. 

1.74. 

1.75. 

1.76. 

1.77. 

1.78. 

1.79. 

1.80. 


5 + 8Vl-x =3x + 4 ỊV 1 -V + yjỉ-x 2 j 

V5x 2 + 4x + 5Vx = Vx 3 -3x 2 -18 
3^3x-x 2 -l^Vx 2 -2x = X 3 -4x 2 + 4x-l 
X 3 -1 = Vx (~3x 2 + 5x- 3 ) 

(2x + l) Vx-1 +yl 2x 2 -3x + l > -^(2x-l) 3 +1 

X 3 - 3x 2 - 8x +40-8^4x74 =0 
Vx + "s/x + 7 = Vx + 80 
■\/ X" +1 — X" + X + 7 2x“ + X +1 
2x + 7 = ^4x-3+4VĨ+3 


^5-\[x~+l + V 2 X 1 +X + 3 = 1 

2* = 3Vx-4 -Vó-X 

V 6-x 

Vl7 + 5 VĨƯ-I 6 +x 2 V7^x = 3 


V77 -1 + Vx 2 - X - x\lx 2 +1 = 


V2(7x 2 -x + 4) 
4 



/ /— \ 2012 / I -— \ 2012 

1+X+V77Ĩ + 1+X-VĨ77Ị = 2 2013 


1.81. 6(x-l) Vx+Ĩ + (x 2 + 2)(V7 :: Ĩ + 3) = x(x 2 + 2) 
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PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


1.82. 13 


T-l 
V* ) 


\l.x 2 + 4 + 9j-y-l - Vx 2 + 4=0 
V X 

1.83. (x-1 

v ' x-3 V; 


1.84. 


^ 2x + 4 

X- 


- 3 V X +1 


V 


2x-5 


Vl0x-3x 2 - 3 > 0 


, , x 2 _ x + 2 /x-4 

1.85. (2x + l) -2.—— 7 ../——^=9 

v ■ x-4 V x + 2 

1.86. X -1 + 3^ - X 3 = V4x 2 - 4x -1 
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